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RESUME. La représentation générique d’'un ensemble de données queutiisons ici est un
treillis de Galois, c’est-a-dire un treillis correspondieau partitionnement des termes d’un lan-
gage en classes d’'équivalence relativement a leur exterfixtension d’'un terme est la partie
d'un ensemble d'instances qui satisfait ce terme). Pouuiréda taille du treillis, nous propo-
sons ici de simplifier la représentation des données, toabeservant la structure formelle de
treillis de Galois. Pour cela nous utilisons une partitioréfiminaire des données correspon-
dant a I'association d'un type a chaque instance. En redgsant la notion d’extension d’'un
terme de maniére a tenir compte, a un certain degyéle cette partition, nous aboutissons a
des treillis de Galois particuliers appelés treillis de @& Alpha. Nous étudions ici cette nou-
velle notion d’extension, la construction directe ou inoentale et I'ordonnancement de ces
treillis ainsi que les régles d'implications associées.

ABSTRACTOUr basic representation of the data is a Galois lattice, igelattice in which the
terms of a representation language are partitioned intoiegjence classes w.r.t. their extent
(the extent of a term is the part of the instance set that feedishe term). We propose here
to simplify our view of the data, still conserving the Galk@gtice formal structure. For that
purpose we use a preliminary partition of the instance sgiregsenting the association ofype

to each instance. By redefining the notion of extent of a taronder to cope, to a certain degree
(denoted asy), with this partition, we define a particular family of Gafolattices denoted as
Alpha Galois lattices.

MOTS-CLES classification non-supervisée, treillis de Galois, régl&ssociation.
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1. Introduction

Dans beaucoup d’applications il devient primordial d'ail#s utilisateurs & accé-
der a une grande quantité de données. Une maniére de praoddéste a regrouper
les instances en classes, elle-mémes organisées en uaelhigret décrites a un ni-
veau d'abstraction adéquat. La représentation de dépamaus utilisons ici est un
treillis de concepts. Dans un tel treillis chaque nceud spoad a une classe repré-
sentée par soaxtension(les instances de la classe) et soriension(les propriétés
communes a la classe exprimées comme un terme d'un langatgesdes). Le treillis
de concepts constitue une représentation exhaustive desps sous-jacents a I'en-
semble des instances par rapport au langage de classesotrsaénsemble des ins-
tances constituant I'extension d’'un terme du langage sscésa un et un seul nceud
du treillis. Son principal désavantage est sa taille qut p&e tres grande dans le cas
d’'applications réelles. Plusieurs techniques ont étéqmées pour réduire la taille du
treillis en éliminant une partie de ses nceuslg(Herethet al,, 2000)). En particulier
un treillis de conceptséquentgWaiyamaiet al., 2000) représente la partie supérieure
d’'un treillis de concepts : seuls les noeuds dont I'extensgisuffisament grande (re-
lativement a un seuil) sont représentés. Dans I'approakseptée ici nous contrélons
le nombre de nceuds du treillis en tenant compte, dans urereernesure associée
a un degréy, d’'une partitiona priori des données. Cette partition est constituée d'un
ensemble delasses de badelles que chaque classe de base regroupe les instances
partageant un méntgpe de baseAinsi dans un jeu de données concernant le cata-
logue électronique de produits informatiques C/Net (Httpww.cnet.com), il y a 59
classes de base correspondant & 59 types de base diffégntsaptopsHarddrive,
NetworkStorageet ce pour 2 274 instances. Les classes de base sont stifisée
ajouter un critere de fréquenkxalea la notion dextension de la maniére suivante :
une instance appartient &zt (T) (la a-extension d’'un termeT du langage de
classes), lorsque, d'une part, elle appartient a I'extendeT’, ext(T'), (i.e.i a toutes
les propriétés qu’exprime), et d’autre part, au moins % des instances de la classe
de base deéappartiennent aussiat (7). Cette nouvelle notion d-extension induit
de nouveaux treillis de concepts, plus flexibles, qui ontnfeliement la structure de
treillis de Galois, et que nous appelonstreillis de Galois Alphaou plus simplement
treillis Alpha. Pour en revenir a I'exemple du catalogue electroniquesidénons un
treillis de concepts fréquents. Méme pour seuil de fréqedries bas, la propriété
« support »n’apparait dans aucun noeud car elle n’est paalgtobnt fréquente (13
produits sur 2274). Dans un treillis Alpha (aveplus petit que 92) la propriété « sup-
port »apparait dans au moins un terme, car dans la classse& bad Drives 92 %
des instances sont vendues avec un « support ». Autremémtdillis de Galois Al-
pha introduit une notion de fréquenkxxale qui permet de faire apparaitre dans le
treillis des propriétés qui ne sont fréquentes que danained classes de base.

Nous montrons que pour un méme langage de classes et un méemetde d’ins-
tances, letreillis de Galois Alphaest plusgrossierque le treillis de concepts : les
nceuds dureillis de Galois Alphaconstituent un sous-ensemble des nceuds du treillis
de concepts. Nous montrons également que les valeursidénissent un ordre total
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sur lestreillis de Galois Alpha le treillis de Galois Alphainduit parext,; est plus
grossier que celui induit paxt,o Si 1> 2. Cet ordre total permet en particulier
de faire dezoomssuccessifs sur lgseillis de Galois Alphgpermettant ainsi de tenir
compte a la fois des limites de ce que peut appréhender isatdilr et de ce qui I'in-
téresse réellement. Cette approche interactive consisbastruire dans un premier
temps un treillis grossier puis a raffiner une partie de aélisreen faisant décroitre

la valeur dea. Une telle stratégie de zoom/raffinement successifs edémgntée
dans le systéme ZooM (Pernedieal, 2002) dédié a la réprésentation de données par
des treillis & différents niveaux d’abstraction. Le cadéadral des treillis de Galois
est donné en section 2. En section 3 nous présentons, étallgssur un exemple
simple, ledreillis de Galois Alphala section 4 presente des expériences, menées sur
les données de C/net, qui mettent I'accent sur la robustiessette représentation en
particulier en présence de donnégseptionnelleselativement a leur classe de base
(avec des valeurs de proches de 0 ou de 100). La section 5 aborde la question de la
construction incrémentale des treillis Alpha. Pour celamétendons préalablement
I'opérateur desubpositiordes treillis de concepts de maniére a pouvoir fusionner, de
maniére plus générale, des treillis de Galois selon leuedsion extensionnelle. La
section 6 traite des régles d'implications particulieresagiées auxreillis de Ga-

lois Alpha de la notion, qui en découle, de régles d’association, & denstruction

de bases de telles régles. Enfin la section 7 traite des matilifis & apporter aux
définitions dans le cas ou les classes de bases ne sont paetdssjinterprete le
treillis Alpha, en changeant la nature des instances, powplonger dans le cadre de

I’ Analyse Formelle de Conceptt enfin compare le point de vue ensembliste associé
a la notion d'a-extensioravec celui de la théorie des ensembles « rugueux »(rough
sets). La conclusion tente alors de relier ce travail & désutravaux sur les treillis

de concepts et trace quelques perspectives de recherahartiCle est une version
étendue de (Ventct al,, 2004).

2. Préliminaires et définitions

Les principales définitions, preuves et résultats concgea correspondances et
treillis de Galois sont présentées dans (Babal., 1970; Birkhoff, 1973). D'autres
résultats sur les treillis de Galois redéfinis dans le champahalyse formelle de
concepts apparaissent dans (Gaeteal, 1999) et, dans le cadre de I'’Analyse des
Objets Symboliques, dans (Boekal., 2000). Nous utilisons ici une présentation plus
large que celle de (Gantet al., 1999) dans la mesure ou nous ferons varier par la
suite la notion déxtensionDans la suite du papier nous appelons treillis de Galois
la structure formelle que nous définissons ci-dessous etv@ss le terméreillis de
conceptsaux treillis de Galois présentés dans (Gaetal., 1999).

Définition 1 (Ensembles ordonnés et treillis)Un ensemble ordonné est un ensemble
muni d’'une relation d’ordre<. Un ensemble ordonné (M) est un treillis ssi tout
couple d’éléments (x,y) de M a un plus petit majorant (ousoqm) X/ y, et un plus
grand minorant (ou infimum) X v.
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Définition 2 (Correspondance de Galois )Soient m1 : P— Q et m2 : Q— P des
fonctions définies sur deux ensembles ordonnésAPet (Q<p). (M1,m2) est une
correspondance de Galois si pour tout p, p1, p2 de P et pourdpgl, g2 de Q :

Cl- p1<p p2= ml(p2)<q mi(pl)
C2-q1<q g2= m2(q2)<p m2(ql)
C3- p<p m2(m1(p)) et o< m1(m2(q))

L'exemple ci-dessous sera utilisé pour illustrer les défées notions presentées en
section 2 et 3.

Exemple 1 Les deux ensembles ordonnés saht() et (P(I), C):

- L est un langage dont un terme est un sous-ensemble d’'un elesaéattribut A =

{t1, t2, t3,a3,a4,a5,a6,a7,a8}. Ici ¢ c2 signifie que le terme c1 est moins spécifique
que le terme c2 (par exemple, {a3,a4{a3,a4,a6}),

- | est un ensemble d'instances ={i1,i2,i3,i4,i5, i6,i%,i8

Soientint etext deux fonctions telles quet : P(I) — L etext: L — P(I) avec:

- int(el) est I' ensemble des attributs communs a toutes les instaleeds int(el)
est appelée I'intension dd.

- ext(cl) = {i € | tels quei isa c1} ouisa est 'appartenance usuelle d’une instance
a un termeext(cl) est donc I'ensemble des instances qui ont tous les attri®its.
L'exemple 1 est décrit en figure 1 : chaque ligheeprésente I'intensiorint({i})
d’'une instance dé et chaque colonngreprésente I'extensioewt({j}) d’'un attribut
de A.

- int etext forment une correspondance de Galois guet P(I).

tl |t2 |t3 (a3 |ad4 | a5 | a6 | a7 | a8

il| 1 111 1 1

21 1 |11

Figure 1. Exemple 1Tab(i, j) = 1 si le j¢™* attribut appartient a lai°™¢ instance

Nous rappelons ci-dessous la définition d’un opératetiedeeture

Définition 3 (Fermeture) w est un opérateur de fermeture sur un ensemble ordonné
(M,<) ssi pour tout couple (x,y) d’éléments de Mon a:
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- X < w(x) (extensivité)

- Six< y alors w(x)< w(y) (monotonie)

- w(x) = w(w(x)) (idempotence)

Un élement x de M tel que x=w(x) est appelé un terme fermé ddativement a w.

Dans une correspondance de Galpig,o m2 etm?2 o m1 sont des opérateurs de
fermeture pourP et Q.
Exemple: Dans I'exemple lext({ad}) = {i1,43,44}, int({il,3,i4}) = {a4, ab}.
Le terme{a4, a6} est fermé caint(ext({ad}) = {a4, ab}.

Définition 4 (Treillis de Galois) Soient m1 : P— Q et m2 : Q— P deux fonctions
définies sur les treillis (R p) et (Q<(), telles que (m1,m2) est une correspondance
de Galois.

Soit G={ (p,q), ou p est un élément de P et g un élément de Qquelp=m2(q) et q
=ml(p)}.

Soit< la relation définie par : (p1,q1¥ (p2,92) ssi ¢ g2.

(G, <) estuntreillis appelé treillis de Galois. Nous utilisemsi nécessaire la notation
completeG (P, ml, Q, m2).

Exemple: Dans I'exemple 1, G={(c,e) ou appartient aL, ete appartient aP(Z)
et tels que e=ext(c) et c=int(e)}. (&) est un treillis de Galois aves définie par :
(c,e)< (c',e”) ssi eC e’ (ce qui est en fait équivalent ax ¢'). Le treillis de Galois
correspondant & I'exemple 1 est presenté figure 2.

{a6}
{i1,i2.i3.i4,i5.i6.i7,i8}

7T

{a3.6}, {a6,a8}, {a4,a6}, {1226},
{il1,i2,i5.i6.i7.i8 {i1,i3,i5,i6.i7.i8} {il,3,4} {i3.i4,i5}
\ f I}
{a3.a5.a6}, {a3,a6,a8}, {a4,26,a8}
{i2.i8} {il,i5,i6.i7,i8} {il,i3}
A Y
{tl,a3,a6}, {t3,a3,a6,a8}, {t2,a6,a8} | [{t2,a4,a6},
{11,12; {16478} | (i35} {13\,14}
{tl,..}, {tl,..}, {2,..}, {83,..}, {2,..}, {tl,..},
{1y {i2} {i5} {i8} {i3} {id}

{t1t2,t3,a3,a4,a5,a6,a7,a8} |
{

Figure 2. Le treillis de Galois correspondant a I'exemple 1

Remarquons qu’un nceud d’un treillis de Galois est un couglémients fermés
de P etQ. De plus les fonctions:1 etm?2 définissent des relations d’équivalence sur
les treillis P et@ :
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Définition 5 (Relations d’équivalence surP et )) Soient=p et = les relations
d’équivalence définies suP et sur@ par ml et m2, c'est-a-dire soient pl et p2
des éléments dB et q1, g2 des élements @k alors :

pl =p p2ssiml(pl) =ml(p2), etql =g 2 ssi m2(ql) = m2(q2)

Lemme 1 Soient p un élément de P, et g un élément de Q, m2(m1(p)) exjuk
plus grand élément de la classe d’équivalencesgecontenant p et m1(m2(q)) est
l'unique plus grand élément de la classe d’équivalencesgecontenant g.

Ainsi, une propriété caractéristique des treillis de Gakest que chaque nceud
(p, ¢) est constitué de représentants de classes d'équivalerege dede=,.

Dans notre exemple, nous avons utilisé le langdgeéfini comme 'ensemble
P(A) des parties d’un ensemble d'attributs comme premier treillis, et 'ensemble
P(Z) des parties d’'un ensemble d’instanéemmme second treillis. Ces treillis, asso-
ciés aux deux fonctionsut etext, définissent un treillis de Galois particulier nommé
treillis de conceptg§Ganteret al,, 1999). Dans un treillis de concepts, un ncéuc)
est un concept; estl'intensionete est I'extensiordu concept. Les treillis de concepts
sont intéressants a la fois d'un point de vue pratique, dangelsure ou ils expriment
d’'une maniere rigoureuse les deux facettes d’'un conceptuatpoint de vue théo-
rique car il a été montré que tout treillis fini est isomorphendreillis de concepts
(Ganteret al,, 1999).

3. Treillis de Galois Alpha

Dans ce qui suit nous considérons, sans perte de généralitépP(A) et pre-
nons comme point de départ le treillis de conce&pte, ext, P(I), int) pris comme
exemple ci-dessus. Puis nous présentons une variartet dont la relation d’équi-
valence associée . est plus grossiére que celle associéer@i(cf la définition 11)
ce qui conduit & des classes d’équivalence plus grandes stidonc & un treillis de
Galois constitué d’'une partie seulement des nceuds dustrédl concepts associé a
ext.

La nouvelle notion d’extension repose sur I'associationndtype prédéfini a
chaque instance. Les instances sont regroupéetasgses de baseorrespondant a
ces types. La premiére idée consiste alors a considérarcpaostruire le treillis de
concepts, leslasses de bagautét que les instances (cf (Pernedteal., 2001)).

Supposons par exemple que les attribitg2,¢t3 correspondent aux trois types
possibles pour les instances de I'ensenibike 'exemple 1. A partir de ces types on
engendre 3 classes de bd®€'1, BC2, BC3 dont les descriptions sont les suivantes :
BC1={il1,i2}, int(BCl)= {t1,a3,a6} (les attributs communsa il et 2);
BC2={i3,i4,i5}, int(BC2)= {t2,a6} ; BC3={i6,i7,i8}, int(BC3)= {t3,a3,a6,a8}.

Il est maintenant possible de construire un treillis de epi& avec un nouvel en-
semble de trois instances : {bc1,bc2,bc3} (appelons-lepretotypesde leur classe
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de base respective) tels que, pour tout indexi(BC4) = int({bci}). Ce treillis de
Galois, représenté figure 3, est un cas particulier deisrdiél Galois Alpha, plus petit
que le treillis de concepts original.

Cependant il semble intéressant de concevoir une approtfeniédiaire, dans
laquelle on conserverait une influence de la partition demées en classes de base
sans pour autant se restreindre, comme ci-dessus, a ndé@a@rsjue des réunions de
classes de base dans les extensions.

C’est cette approche intermédiaire qui conduit a la définidesreillis de Galois
Alpha

3.1. Alpha définitions

Définition 6 (Alpha satisfaction) Soienta € [0,100], e = {i1,...,i,} un ensemble
d’instances, ef’ un terme deC.

ea —satisfait T (e saty, T) ssi | ext(T)Ne| > %

La a-satisfaction d'un terme dé€ permet de tester si un pourcentagéo des
instances d’'un sous-ensemble d’'instances satisfait umeteie£. Nous considérons
les classes de bases comme sous-ensembles d'instanaag@bsicette contrainte a
la relation d’appartenandgga entre les instances et les termes@ieNous appelons
cette nouvelle notion (appartenance de l'instance a ung@tn-satisfaction de ce
terme par la classe de base de I'instance)-Eppartenance

Définition 7 (Alpha appartenance) Soit/ un ensemble d’instancesB8€ une parti-
tion! finie del en classes de base. Soit BQl - BC la fonction telle queBCi (i) est
la classe de base de I' instanéeet soit7" un terme deC, alors :

iisaq T ssiiisaT et BCU(i) saty, T

Exemple (exemple 1) Soit T={a6,a8}, ext(T) = {i1,i3,i5,i6,i7,i8}.

BC1 satso T puisqueil isa T et| BC'1|= 2. En conséquenc@ isasg T

D’autre part BC2 satgy T puisque| ext(T) N BC2 |> %. Ainsi nous avons
13 etib isagy T. FinalementBC3 satigp T puisque 100 % des instances 8€'3

appartiennent a I'extension dé. Ainsi nous avonsb, i7, eti8 isaigg 1.

Nous utilisons maintenant lalpha appartenanceour définir la notion d’exten-
sion que nous utiliserons dans les treillis de Galois Alpha.

1. Par souci de simplicité, nous imposons ici aux donnéesealjgrtitionnées. En réalité les
classes peuvent sans inconvénient avoir des intersectmmwides, il faut alors Iégérement
modifier la présente définition (voir section 7.1).
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Définition 8 (Alpha extension d’un terme) La a-extension d’un term@& dansI, re-
lativement a la partitior3C, est définie comme suit :

exto(T)={ie€l|iisaq T}

Exemple (exemple 1) Soit T={a6,a8},exto(T)= ext(T) ={i1, i3,i5, i6,i7,i8}
extgo(T)={i3,i5,i6,i7,i8} et ext10o(T)= {i6,i7,i8}

La proposition suivante définit une nouvelle correspondatecGalois a partir des
fonctionsint et ext,,. Elle nécessite de définir un treills, de sous-ensembles de
I correspondant & une partie seulemenPd&). Un élément deZ,, est constitué de
parties suffisamment grandes de différentes classes de(tiasea-dire de parties
dont la cardinalité est supérieure ou égate% de la classe de base correspondante).

Proposition 1 SoitE,, le sous-ensemble d&(Z) défini comme suit :

E,={eeP()| Vice,|enBCli)| > By,

Alors : int etext, définissent une correspondance de Galois efitet E, .

Preuve: La preuve de cette proposition repose sur le 1) du théoremedenté a la
section suivante et est en conséguence donnée apres l&deme théoréme, sous la

forme de la preuve d’'un corollaire.

Nous pouvons maintenant définir liegillis de Galois Alphaassociés a cette nou-
velle correspondance de Galois.

Définition 9 (Treillis de Galois Alpha) Soit G={ (c,e) ouc est un élément dg, e
est un élément dé&,, e=ext,(c) et c= int(e)}. Le treillis de Galois correspondant
G(L,extqy, Ey,int) est appelé treillis de Galois Alpha et est n6tg.

Lorsquex =0, on aE,, = P(I) etext, = ext. Ainsi le treillis de Galois Alpha est
dans ce cas le treillis de concepts associé aux mémes ttteitaux mémes instances.
Lorsquea = 100, I'extension associée a un nceud de ce treillis de GAlpisa est
constituée de classes de base entieres. En conséquemdédalr Galois Alpha est le
treillis de concepts obtenu en considérant comme instdaspsototypesies classes
de base.

Le treillis de Galois Alpha=1go de I'exemple 1 est représenté figure 3. La figure
4 présente la partie supérieure@g,. Notons que leintensionsdes nceuds d€'100
sont aussi lemtensionsdes nosuds d&g, qui Se projettent sur eux. Les intensions de
ces derniers sont également celles des noeuds correspoddangillis de concepts
initial G (voir figure 2).

Dans la section suivante nous détaillons comment s’ordurieg treillis Alpha.
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{6}, {i1.i2.i3.i4.15.i6.i7 8}

{a3.a6}, {il,i2,i6i7.i8}

{t1.a3.26}, {il i2} (13.03.26 a8} .{i6.07.i8} {126}, {13,145}

{t1 123 .a3 a4 a5.a6.a7.a8}, {

Figure 3. « =100 : le treillis de Galois AlphaGo de 'exemple 1 est plus petit que le
treillis de concepts initial présenté figure 2

(a6HiL,i2, ... ,i8}

[fa3,28(i1i2,6,7,8}] | (e6.a8ki3,5.6.7.i8 | [{12,a6Hi8,4.5}

[ {t3.a3,26,a8(i6,7.i8} | [(2.24.06¥3.4} |

Figure 4. « = 60 : la partie supérieure dé7g, de I'exemple 1. Les nouveaux noeuds,
relativement &G sont d’un gris plus clair

3.2. Ordres sur les treillis de Galois Alpha

Dans (Ganteet al, 2001) les auteurs formalisent I'extension de I'analysmfelle
de concepts a des langages plus sophistiqués. Une notiprogetion est utilisée
pour réduire le langage et ainsi réduire la taille du tedé Galois. Indépendamment,
(Pernelleet al,, 2002) utilise la méme notion de projection pour faire valéelan-
gage mais l'utilise également en la nommant projecértensionellepour modifier
la fonction d’extensiomext

Nous rappelons ci-dessous la notion générale de projecinsi qu’une relation
d’ordre sur les relations d’équivalence :

Définition 10 (Projection) Proj est une projection d’'un ensemble ordonné<{ylssi
pour tout couple (x,y) d’éléments de M, on a :

x > Proj(x) (minimalité).

if X <y then Proj(x)< Proj(y) (monotonie).

Proj(x) = Proj(Proj(x)) (idempotence).
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En changeargxt une projection extensionnelle transforme un treillis @¢ois en
un treillis plus petit pour lequel la relation d” équivalere. est plus grossiére et dont
les classes d’équivalence sfiincluent donc celles de la relation d’origine :

Définition 11 Soit=_ la relation associée a la fonction extl =f. celle associée a
ext2, alors =% est dite plus grossiére que}. ssi pour tout couple (c1,c2) d’ éléments
desona:

si extl(cl) = extl(c2) alors ext2(cl) = ext2(c2).

Le théoréme suivant est prouvé dans (Perretlid., 2002) :

Théoréme 1 (Un ordre extensionnel sur les correspondances @Galois) Soient
int etext deux fonctions définissant une correspondance de Galoi§ stf7, et soit
proj une projection deé. NotonsE’ = proj(E) etext’ = proj o ext. Alors :

1) int, ext’ définissent une correspondance de GaloisSwat E’.

2) Le treillis de GaloisG'(L,ext’, E' int) a la propriété suivante : pour tout
nceud g'=(c,e’) d&&’ il existe un nceud g=(c,e) d&(L, ext, F,int), avec la méme
intension c, tel que e’=proj(e).

3) =/- est plus grossiére que,.

Nous dirons alors que G’ est plus grossier extensionneltgmge G.

Le corollaire suivant de ce théoreme démontre la propositio

Corollaire 1 SoitG(L, ext,P(l), int) un treillis de Galois. Soiéxt,=proj, o ext et
E, = proj(P(Z)) avec pour toute d@(Z) :

_ 1 BCI) |

projo(e) =e—{ili €eet|en BCI(i) | 100

}

1) int, ext,, définissent une correspondance de Galois&et E,,.

2) Le treillis de Galois?' (L, ext,, E,, int) est tel que : pour tout nceud g’'=(c,e’) de
G’ il existe un noeud g=(c,e) d&(L, ext,P(l), int), avec la mémentension c, tel
que e'proja(e)

Preuve : Le corollaire découle directement du théoréme dans la neesuion prouve
queproj, est une projection (on démontre ainsi la proposition 1).

projq(€) estinclus dans e puisqu’on retire des éléments de e,glerjg est minimal.
Sie est inclus dang’, chaque élément deretiré par la projection sera aussi retiré
de €/, proj.(e) est donc inclus dansoj.(e’) et proj, est monotone. Finalement,
proj, €stidempotent puisque plus aucun élémenwdg, (e) ne peut étre retiré par
une seconde application geoj,.
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De plus nous pouvons ordonner ces fonctions d’extensidos Eevaleur dex : Pour
tout couple {1, a2) tel queal < a2, on aext,s = proj, o exty,1 aveca = a2. En
consequence, la valeur dedéfinit un ordre total sur les treillis de Galois Alpha:

Proposition 2 (Un ordre total sur les treillis de Galois Alpha) Notons=,, la rela-
tion d’ équivalence sur associée &xt,. Alors pour tout coupledl, «2) tel que
al < a2, =%% est plus grossiére que¢!.

Preuve : proj, est une projection pour toute valeur deappartenant a [0,100].
exto1=projq o ext aveca = al etext,o=proj, o ext,; aveca = a2. Selon le 3)
du théoréme 1==%2 est alors plus grossiére quey’.

Exemple : =1 est plus grossiére que?’ qui est elle-méme plus grossiére gug
qui est la relation d’équivalence . du treillis de concepts.

Cette derniére proposition permet de faire des raffinensemisessifs de treillis de
Galois Alpha (voir la section 4).

Il existe aussi un ordre partiel associé a la partitionateti3C de I en classes
de base. Supposons que nous retirions certaines classasalddd, réduisant ainsi
I'ensemble d’'instances H associé a une partition réduie’ constituée des classes
de base restantes. |l est aisé de montrer (la preuve est isepau’il y a une pro-
jection proj telle que le treillisE!, correspondant s'écrit simplememtoj(E, ). En
conséquence nous avons la propriété suivante :

Proposition 3 (Un ordre partiel sur les treillis de Galois Alpha) SoitBC’ un sous-
ensemble des classes constituat alors, pour la méme valeur, le treillis de Ga-
lois AlphaG’ associé &8’ est plus grossier que le treillis de Galois AlpGaassocié
aBc.

Un cas particulier intéressant est celui de la partifiéh constituée d’'une seule
classe, c’est-a-dire le cas ou toutes les instances pattegméme type. Le treillis
de Galois Alpha correspondant est la partie supérieureeadllistrde concepts défini
par le méme langagé et le méme ensembled’instances, et est constitué des nceuds
dont I'extension est plus grande qgg|/|. Nous retrouvons les structures teillis
Icebergou treillis de concepts fréquen{Stummeet al,, 2002; Waiyamagt al., 2000)
récemment étudiées. Dans ces structyfgscorrespond a la valeur du seuil sur le
supportminsupp

Notons que du fait de la proposition 3, le treillis fréqueet chaque classe de
baseB(C'i d’'une partition3C est toujours plus grossier que le treillis de Galois Alpha
correspondant BC.

Enfin ces deux ordres se combinent pour donner un ordre lpamtie treillis Al-
pha.



810 RSTI-RIA-19/2005. Apprentissage automatique

4. Implémentation et expériences

Le programme ALPHA qui construit les treillis de Galois Apphtilise une ap-
proche top-down classique dans laquelle on spécialigefigionc d’'un nceud en ajou-
tant d’abord un nouvel attributpuis en appliquant I'opérateur de fermetinéo ext,,
acU {a}. Chaque nceud ainsi engendré doit étre comparé aux nceuddsféuits
(etrangés dans une file) de maniére a éviter les doublons.

Nous avons expérimenté ALPHA sur un ensemble de 2 274psdhdiirma-
tiques, partitionnés en 59 types, extraits du catalogueCBhaque produit peut étre
décrit a I'aide de 234 attributs. Dans notre premiere egpé&e nous avons construit
le treillis G1op & partir de I'ensemble des 2 274produits (ainsi pratiquemétuit a
59 instances prototypiques), puis nous avons progressivebaissé la valeur de
et calculé les treillisG, correspondants. Comme on peut le constater ci-dessous le
nombre de nceuds (et donc le temps CPU) croit exponentieitetiee211 concepts
a 165 369 lorsquex varie de 100 % a 91 %. Il est donc ici clairement impossible
d’avoir une vue compléte des données au niveau des insté§cess-a-dire pour
«=0) et méme le relachement de la contrainte liée aux clagsbage (en partant de
«=100) doit étre limité :

Alpha | 100 98 96 94 92 91
Noeuds| 211 664 8198 44021 107734 165369

Notre seconde expérience concerne la parti&dg comprise entre, d'une part,
le nceud dont I'extension contient les 3 classes de hagadp(252 instances pour 39
attributs impliqués dans les descriptionidgrd-drive(45 instances, pour 22 attributs
impliqués) Network-storag€4 instances pour 16 attributs impliqués)) et, d’autre,part
le nceudBottomqui ne contient aucune instance. Le nouvéagh contient maintenant
5 nceuds (nombre a comparer au nombre maximum de n2éuds). Le treillis G,
est calculé pour toutes les valeurs entieres datre 100 % et 0 % et sa taille comparée
a celle du treillis fréquent correspondant (cf. figure 5).

1000

0

Frequent and Alpha Lattices — féleghuaem
8000
7000 — __——
§ 6000 /
S 5000
5 4000 /
g 3000 //
3 2000 /

100
90
80
70
0
0
0

Alpha

Figure 5. Nombre de nceuds vs Alpha pour les treillis de Galois Alpha<treillis
fréquents
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Nous nous intéressons d’'abord aux valeurs élevées &artant du treillisi'; oo,
de nouveaux nceuds apparaissent lorggdécroit. Ainsi poury = 99 %, un nouveau
nceud apparait sous le nceud@g, représentant la class@ptop L'intension de ce
nouveau nceud contient maintenant I'attribut « networkleaCeci est di au fait que
la plupart des instances de la claksptop mais pas toutes, possede une carte réseau.
Ainsi en affaiblissant la contrainte sur la classe de bases gwitons les quelques
instances exceptionnelles laptop présentes dans le catalogue et qui masquaient
cette propriété « par défaut »taptopdans le treillisG'1og. De la méme maniére les
instances ddard-drivessont vendues avec une maintenance (la propséppor).
Ainsi poura = 92%, un nouveau nceud représentant les instancdsadedrives
possédant la propriéséipportapparait. Remarquons que dans ce cas |'attsibpport
est rare si I'on considére toutes les instanaegpportapparait dans 13 produits sur
301) et ne serait pas considéré dangreillis de concepts fréquentalors qu’il est
fréquent dans la clas$ard-drive(13 produits sur 15) et ainsi apparait dans le treillis
de Galois AlphaGgy. En résumé, en faisant diminuera partir de 100 % on a une
vision plus fine des données en tenant compte de propriéi&sgupertinentesi €.
fréquentes) dans certaines classes de base.

Si on considére maintenant que I'on part du treillis de cptxeriginal et que
I'on fait croitre lentementx de O vers des valeurs faibles (de I'ordre de 10 %),
certaines instancesxceptionnelledans leur classe de base relativement a un certain
termet de £, disparaitront de la-extension de. Ces instances sont exceptionnelles
car elles appartiennent a I'extension du tertradors méme que peu d’instances de
cette méme classe de base appartiennent a cette extensioon&quence, certaines
propriétés trés rares dans certaines classes de baseoné [des utilisables pour
distinguer les concepts. Par exemple, queldegstopsseulement ont la propriété
Digital-Signal-Protoco] et ainsi pourx = 6% , les nceuds dont I'intension contient
la propriétéDigital-Signal-Protocolne contiennent plus d’instances Hdaptopdans
leur extension. Ainsi les termes de la forme {Laptop, Dig&&gnal-Protocol, ... , }
deviennent équivalents au nceBdttom, alors que d’autres termes includdigital-
Signal-Protocoldeviennent équivalents (car leur extensions ne differemit par la
présence d'instances daptop. Leffet résultant est une diminution du nombre de
nceuds. Une lecture plus précise de la figure 5 montre qu’il pewoir beaucoup
de nceuds méme pour des valeurs élevées @ans cet exemple particulier ceci est
di au fait qu'une classe de bas@ptop a un treillis fréquent qui envahit le treillis
Alpha. Une expérience menée sur une partie seulement dege®niu catalogue
(24 classes de base représentant en tout 1 187 objets) ebtenuetirant certaines
classes envahissantes, montre que le treillis Alpha agsdst plus détaillé (pour une
méme valeury) que le treillis fréquent correspondant (voir aussi figure 6

Alpha 100 80 50 30 0
Nceuds Alpha | 158 842 1493 1900 2202
Nceuds Frequent 2 18 18 50 2202
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Figure 6. Nombre de noceuds vs Alpha pour les treillis de Galois Alphatreillis
fréquents

5. Fusion de treillis de Galois et incrémentalité

Nous montrons ici que les treillis de Galois Alpha peuverd ébnstruits en fu-
sionnant les treillis fréquents associés a chaque clasbaste Ce résultat s’appuie
sur la propriété 3 sur 'ordre partiel des treillis Alpha ermet une construction in-
crémentalgoar classe de basau treillis Alpha. Nous décrivons ensuite une stratégie
générale de construction incrémentale d’'un treillis Alptagpuyant sur la mise a jour
de treillis frequents. Nous commengons par définir ci-dessm opérateur général
de fusion extensionnelle que nous instancions pour la fiusés treillis Alpha. Ceci
suppose au préalable d’étendre la notion de fusion telleliguapparait en analyse
formelle de concepts ((Gantet al, 1999)).

5.1. Fusion extensionnelle de treillis de Galois

L'idée a la base des opérateurs de fusion tels qu'ils sontidéfh analyse formelle
de concepts est de diviserdentextg(voir figure 1) représentant la relatiGd(Z, A)
entre les instances deet les attributs dé soit sur les instances (horizontalement),
soit sur les attributs (verticalement). Le résultat de lsitn est la formation de
deux sous-contextes. En fusionnant les deux treillis deegts correspondants on
obtient le treillis de concept correspondant au contextgral. Dans le premier cas
I'opérateur desubpositionprend en entrée les deux treillis respectivement associés
aux sous-contextes de(I;, A) et R(I2, A) et donne en sortie le treillis de concept
correspondant & (I; U I, A). Le résultat est appellgemi-produitdans (Ganteet
al., 1999) et le passage d'un couple de treillis de conceptsraskmi-produit a été
étudié en détail dans (Valtchet al,, 2002b).

Cependant de notre point de vue, diviser un contexte sunigarices revient a
appliquer deux projections extensionnelles particui@®(Z) conduisant aux deux
ensembles de partig®(I;) et P(I2). Cela signifie que, dans certaines conditions, a



Les treillis de Galois Alpha 813

partir de deux treillis de Galois projetés on peut constrier treillis de Galois de
départ. Repartant alors des mémes fondements formels queg(@t al., 1999; Valt-
chevet al, 2002b), nous étendons ci-dessous la notion de semi-gr@tluite forme
de projection extensionnelle.

Proposition 4 Soit G(L, ext, E,int) un treillis de Galois et soitProj; et Projs
deux projections extensionnelles dutelles que :

- Pour tout élément de F, on ae = Proji(e) Ve Projz(e).

SoientF; = Proj; (E) et Es = Projs (E) et soienext;= Proj; o ext etexty=
Projs o ext. Nous avons alors :

a) Tout termec de L, fermé relativement aint o ext, S'écritc; Az ¢ OU 1=
int o exty(c) etea= int o exts(c), et esttel quext(c) = exti(c1) Vi exta(ca).

b) Tout couple de termes(, c;), tels quec; est fermé relativementiat o ext; et
¢, est fermé relativementiut o exto, est tel que :

b-1)c) Az ¢, est fermé relativementit o ext et
b-2)exti(c)) Vi exta(c,) est plus petit quext(c)
Preuve:

a) Nous montrons d’abord qu’un ternag fermé relativement ént o ext; est aussi
fermé relativement &nt o ext. En premier liewext; (¢c1) = Projioext(c1) C ext(cy)
car Proj; est une projection. La conditiofi; de la définition de la correspondance
de Galois imposent(ext(c1)) <. int(exti(c1))= c1. Puisquentoext est un opéra-
teur de fermeture nous avons également . int(ext(c1)). Donce; = int(ext(cy)),
c-a-d.c; est fermé relativement@ut o ext. De la méme maniére un terme fermé
relativement ant o ext, est aussi fermé relativementat o ext. Utilisant alors une
propriété bien connue des treillis de Galois, nous en camtdgues; A co est fermé
relativement &nt o ext.

Pour tout termec, nous savons que= ext(c) et si nous utilisons la premiére
condition de la proposition, nous obtenoast(c) = exti(C) Vg exts(c). D'autre
part d’aprées les propriétés de la correspondance de Galo@js avonsezt(C)
=exty (intoexty(C)) = exty(c1) etexta(C) =exts(intoexts(C)) = exta(c2). En conclu-
sionext(c) = ext1(c1) Vi exta(ca).

b) Soitc = ¢| A ch, nous avons vu queest fermé relativementiat o ext. Nous
avons également <, ¢, et par conséquentzt;(c;) C ext;(c) et doncext;(c;)C
ext(c). De la méme maniére nous obtenens,(c,) Cext(c). En conclusiorext; (c])
Vg exta(ch) C ext(c).

De cette proposition on conclut que les intensions des ndeyesdu treillis de
Galois G(L, ext, E,int) sont les conjonctions des intensions des nceuds ()
du treillis de Galois projet®roji (G)=G(L, exty, E1,int) avec les intensions des
noeudsés, e2) de Projs (G)=G(L, exts, Ea,int). Plusieurs des intensions ainsi ob-
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tenues pouvant étre alors identiques, un seul nceud sesecadd, et I'extension cor-
respondante sera la plus grande obtenue en faisant ladisjoes extensions et
eo. Nous noterong'usion g I'opérateur ainsi obtenu :

Définition 12 (Un opérateur de fusion extensionnelle)Soit G(£, ext, E,int) un
treillis de Galois et soienProj; et Projs deux projections extensionelles dutelles
que pour tout élémentde £, on ae = Proji(e) Vg Projs(e). L'operateurFusiong
défini selon la proposition 4 est alors tel que :

G(L, ext, E,int) = Proji(G) Fusiong Proja(G)

De la méme maniére on peut définir un opérateufud®n intensionnellen dé-
finissant deux projection®; and P, sur le langage® telles que pour tout de £ on
ac= Pi(c) Ve Pa(c). Dans le cas des treillis de concepts I'opérateur corredgoun
est I'opérateur dippositionqui est appliqué sur les treillis de concepts obtenus en
divisant 'ensemble des attributsen deux sous-ensemblds et As.

5.2. Incrémentalitépar classe: la fusion de treillis de Galois Alpha

Nous montrons ici que si un ensemble d'instanfesst séparé en deux sous-
ensembles de classes de b&gg et BC?, alors la fusion extensionnelle des treillis
Alpha correspondant aboutit au treillis Alpha assocfCa BC* U BC.

Soit E,, le sous-ensemble d@(7), associé a 'ensemble de classes de bBses
comme défini dans la proposition 1, et soiéhtj. et Proj? définies comme suit :

Projl(e)={i/i €eet BCI(i) € BC'}, et
Proj2(e)={i/i €eet BCI(i) € BC?}.

Projl etProj? sontalors des projections shy,, et pour tout de E,nous avons :

e =Projl(e) U Projk(e)

En conséquence nous avons la propriété suivante :
Proposition 5 Le treillis AlphaG, (L, ext,, F,, int) associé a 'ensemble de classes
de base$3C= BC! U BC? est tel que :

Go(L, exty, Eqy, int) =

GL(L, extl, EL,int) Fusiong G%(L, ext?, E2, int),

ouGL(L, extl, EL, int) et G2(L, ext?, E2, int) représentent les treillis Alpha cor-
respondant respectivement aux ensembles de classes dd3gaset BC.
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Nous pouvons calculer ainsi un treillis Alpha pas a pas, écutant d’abord les
treillis fréquents, ..., GT associés a chaque clas8€’, .., BC,, puis en utilisant
répétitivementusiong. Le schéma le plus simple pour ce calcul consiste a fusionner
dabordG}, avecG?, puis a fusionner le treillis Alpha résultant avé¢ et ainsi de
suite. Le principal avantage de ce schéma est I'incrémitngelr classe c’est-a-dire
la capacité de mettre a jour le treillis Alpha associé a kenisle de classeSC lors-
gu’une nouvelle classe de baB€, ., est ajoutée BC. La mise & jour consiste alors
simplement a calculer le treillis fréque@f ! puis a calculets,, Fusiongy Gt

D’un point de vue algorithmique la proposition 4 conduit a algorithme gé-
nérique identique a 'algorithmiglerge pour la subposition décrit dans (Valtchet
al., 2002b). En particulier le test @anonicité qui évite les doublons lorsque I'on fait
I'intersection des intensions, peut étre exécuté de la ma@ar@ere. Toutefois dans
le cas des opérateurs de subposition/apposition I'alyosttire profit de propriétés
qui ne sont pas vraies en général, et qui ne le sont pas eoyd@rtidans le cas des
treillis Alpha. En effet dans le cas général les projectaatisfont la propriété suivante
(Pernelleet al,, 2002) :

Proposition 6 (Treillis projetés) Soit P un treillis muni des opérateurs supremugm
et infimumA p, et soitprojp une projection. Dans ce cas :

E= projp(P) est aussi un treillis avec les opérateurs infimum et supremum
V g définis de la maniére suivante :

pl/\E p2 :pTij (pl/\P p2)
PlVe p2=plVp p2

Considérons alor® = P(I) et E, = Proj,(P(I)), et notons\,, I'opérateur infi-
mum surkE,,. Dans ce cas, pour tout couple d’élemgpis p2) de E,, nous avongl
Aa P2 =projq(plNp2) qui est en général différent del Np2). Cela a comme consé-
quence que le treilli&,, n’est pas distributif : pour tout triplép1, p2, p3) d’éléments
deE,, (pl Va p2) A p3 est en général différent d@l A, p3) U (p2 Ay p3).

5.2.1. Implémentation et expériences

L'opérateurFusion, est obtenu en partant de I'algorithme de subposition décrit

dans (Valtcheet al,, 2001). Une description plus détaillée de I'algorithmepgiasi-

tion est présentée dans (Valtchetval, 2002b), et son adaptation a I'opérateur dual
de subposition qui nous intéresse ne présente pas de défibldtre implémentation

de Fusion,, est une adaptation de celle de I'opérateur de subpositios lddogiciel
Galicia?. En pratique la seule difficulté concerne la procédure de @jsur des liens
dans le treillis lors de I'ajout d’un nceudpdate-Order Cette procédure, décrite dans
(Valtchevet al, 2002b), repose sur la distributivité ¢&). Nous avons donc dd

2. Galicia est un projet Open Source visant a construire uatebrme Java intégrant un en-
semble d’'outils et méthodes relevant de I'analyse fornugleoncepts ou de I'étude des treillis
de Galois : http ://www.iro.umontreal.ca/ galicia/
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revenir a une version plus directe et moins efficace de miseiades liens dans le
cas deF,,. La figure 7 représente I'évolution du nombre de nceuds dlligraipha
en fonction du nombre de classes de bases dans le cas des#ldrpgeclasses des
données C/net décrites auparavant. Le nombre d’instarares chaque classe est
donné ci-dessous :

Classe 1 2 3 4 5 6 7 8

Instances| 16 21 15 45 30 20 7 36
Classe 9 10 11 12 13 14 15 16
Instances| 12 54 12 19 29 45 8 26
Classe 17 18 19 20 21 22 23 24
Instances| 17 50 10 23 75 23 28 13

On remarquera une augmentation significative du nombre delsidersque la
fusion integre la class1 qui est celle dont le treillis fréquent contient le plus de

nceuds.
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Figure 7. Construction incrémentale d'un treillis Alpha par fusioe @4 treillis fré-
quents : évolution du nombre total de nceuds lors des fusiatessives

5.3. Incrémentalité générale : mise a jour de treillis Alpha

Nous avons décrit ci-dessus la construction incrémeptaielasseades treillis Al-
pha. Nous nous intéressons ici a I'incrémentalité classiqest-a-dire la capacité de
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mettre a jour un treillis Alpha lorsqu’arrivent de nouvsliastances appartenant éven-
tuellement & des classes de bases présentefidahkus allons décrire un protocole
permettant d’'effectuer cette mise a jour.

Remarquons tout d’abord que la mise a jour d’un treillis fréuf en présence
de nouvelles instances est un probléme délicat. Récemivigitt{evet al, 2002a)
a proposé une méthode de mise a jour d'un treillis fréquersgldune nouvelle
instance apparait. Dans ce cas la mise a jour d'un treiléguent, en présence
d'un ensemble de nouvelles instances, est effectuée etaafotes instances une
a une. Dans ce qui suit nous supposerons ainsi que nous aiispdsin opérateur
Update Frequent(Gminsupp, Lu) qui met & jour le treillis frequents,,insupp pOUr
tenir compte d’'un ensemblg; de nouvelles instances.

SoientG,, le treillis Alpha associé 8C = B(CY, .., BC,, ety I'ensemble des
nouvelles instances divisé en sous-ensembles contenaimstances appartenant a
des classes existantes BE, et en un ensemblBC;; de nouvelles classes de bases
BChy1, .-, BC,,. Nous avons aindiy = Iy Ulys U ... [y, Ulype1 U ... Iy, L
nouvel ensemble d'instanc&s= TU Iy est maintenant partitionné &’ = BCUBCy
dans lequel les anciennes clasB&s; sont mises a jour eBC; U Iy, etles nouvelles
classesBC), sont intialisées dy.

Nous voulons ici mettre a jou¥, pour construire le treillis Alph&’, associé au
nouvel ensemblé’ et & sa partitio8C’. Notre stratégie est la suivante :

-G, est projeté sur chaque treillis fréqueif a mettre a jour, c’'est-a-dire tel
quely; est non vide. Lensemble des classes de base a mettre ajnotésC’, et
I'ensemble des classes inchangées est B6t& BC — BC*.

— Chaque3, est mis a jour G%= Update Frequent(GY, I ;).

— Le treillis Alpha mis ajouls’!, associé BC* est calculé en fusionnant les treillis
fréquents mis a jou@? .

— Le treillis AlphaG? associé #83C° est calculé en projetant,,.

— Le treillis AlphaGY associé 8Cy; est calculé (directement ou en utilisant I'in-
crémentalitépar classé.

—ULe treillis Alpha mis a jouiG’, associé 8¢’ est calculé en fusionnadt!, G,
etGy,.

6. Treillis Alpha fréquents et regles d’associations

6.1. Combiner les contraintes locales et globale de fréquences: treillis Alpha
fréquents

Le treillis fréquent est obtenu en appliquant une conteaghbbale de fréquence a
un treillis de concepts : les nceuds dont I'extension estystjpe sont éliminés (c’est-
a-dire projetés sur le ncelbtton). Lorsque le seuil d’élimination est trop haut cela
tend malheureusement a éliminer des attributs et des ctampgiseraient intéressants
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pour certaines instances. D’un autre c6té, comme nousi&vo ci-dessus, le treillis
Alpha est obtenu en appliquant une contrainte de fréquenicest locale a chaque
classe, c’est-a-dire telle que les attributs pertinents p@ moins une classe appa-
raissent. En contrepartie un treillis Alpha peut étre tned en particulier pour de
faibles valeurs delpha. Nous proposons ici de combiner ces deux contraintes : nous
ne considérerons que les nceuds dont-Extensiorest assez grande. Appliquer cette
contrainte globale permet d’éliminer des nceuds qui soralémeent fréquents pour
certaines classes mais représentent trop peu d’'instahpesieent étre ainsi écartés
lorsque nous voulons simplifier notre vision des données.

Le résultat d'un tel filtrage est encore un treillis de GalBisis précisément, consi-
dérons la fonctiomroj! définie surk,, et telle queprojf (e) = e Iorsque% > fet
projf(e) = 0 sinon.proj’ est une projection suk,,, et doncG’, =proj’(G.) est
un treillis de Galois plus grossier q@#,. Plus précisément il correspond a la partie

supérieure dé&, a laquelle on ajoute un nce@wdttom

Nous dirons qué&/, est untreillis Alpha fréquentissocié a 'ensemble d'instances
1, a la partitionBC de I, a la valeur Alphax et au seuil de fréquencgé Les régles
d’ implication correspondantes (voir section suivantef)amsupport plus grand que
/. Notons qu'il faut ici parler d’'uny-support puisque le support est calculé sur la
«a-extension.

6.2. Regles d'implication et d’association Alpha

Les régles d’association, dans le domaine de la fouille dmées, sont des impli-
cations dont la valeur de vérité est observée sur un ensattibitances/. Chaque
régle est associée a une valeusdpport(la fréquence de sa partie prémisse dgnet
a une valeur deonfianceLorsque la confiance est fixée a 1, les régles sont ditdes
d’'implication. Lorsque I'on considére les treillis de concepts, I'ordaetigl induit sur
les termes du langage par la correspondance de Galoisspon#&a un ensemble de
regles d’implication. Plus précisémefi, <; T3 signifie queext;(T1) C ext;(T2)
i.e.l'implication logiqueT; — T5 est vraie suf. Pour une telle régle, on appeléra
la partie gauche (ou prémisse)étla partie droite (ou conclusion) de la régle.

Les regles d’association correspondant a un ensembleaticss/ sont souvent
construites en deux étapes : on construit le treillis de eptscassocié d, puis
on extrait du treillis les régles d’association. Plus psépient le nombre de régles
pouvant étre trés grand on cherche & extrairehasede régles a partir de laquelle
toutes les regles peuvent étre dérivées. En ce qui conaesrédles d'implication,
I'idée générale est qu'un nceud d'un treillis de conceptsegmpond a une classe
d’équivalence de termes partageant tous la méme extersioension du nceud,
c'est-a-dire son plus grand élément (le plus spécifiquedna th méme extension que
les termes les plus petits (les plus généraux) de la clagspigalence appelés aussi
générateursEn prenant comme partie gauche un terme générateur et coamtie
droite un terme fermé on obtient un ensemble de régles deapns, et 'ensemble
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de ces regles forme la bagénératricede I'ensemble de toutes les régles d’implica-
tions. Pour rendre les régles plus lisibles, la partie drdé la régle est souvent retirée
de la partie gauche. Par exemple, considérons le rfadud{i1,i2,i3}) et supposons
que les plus petits termes de la classe d'équivalence &aritt, avecext;(a)=
extr(b) = {il,42,43}. On obtient alors les reégles d’implicatida — abc,b — abc}

qui se réécrivenfa — be,b — ac}. Une base de regles d’association non exactes
(dites informative$ est obtenue en prenant comme partie gauche un générateur et
comme partie droite un terme fermé plus spécifique que leetdemmé associé au
générateur (c’est-a-dire qu’une régle non exacte reliexdeeuds du treillis). La
réduction transitive de cette base est obtenue en se linatanrégles reliant deux
nceuds en relation directe pére-fils. Nous renvoyons a (RBeatial., 2002) pour une
présentation plus détaillée des regles d’associationsshbases associées.

Dans les treillis fréquents, I'extension d'un terme eséfede comme vide lorsque
le terme n’est pas fréquent dahsc’est-a-dire lorsque son extension contient moins
deminsupp* |I| instances dé. Par conséquent, les regles d'implication extraites des
nceuds restants ont toutes un support plus granagueupp.

En ce qui concerne les treillis de Galois Alpta, =, 71 signifie queext,, (11) C
exty(Ty) et nous dirons que la-implication Ty —, 1> est vraie sur le couple
(I,BC). Ces régles dérivant d'un treillis de Galois, c’est-a-dioerespondant a I'in-
clusion de I'extension de la partie gauche dans I'extendmia partie droite, lea-
implications ont les propriétés suivantes :

-SiTy —o T etTy —,, T3, alorsT; —,, T3 (Transitivité)

-SITy —4 Ty, etTy < T, alorsT —,, Ty (Monotonie)

SITy —4 ThetT] —, T3, alorsTy UT] —,, To U T4 (Additivité)

De plus on dispose dmodus ponenen tant que régle d’'inférence :
Siiisa, Ty etT) —, Ty, alorsi isa, Ts

La propriété d’additivité au niveau des instances s'éboitsacomme suit :
Siiisa, Th etiisa,Te et BCl(i)sat, Ty U Ty alorsi isanTy U Ts.

Ces propriétés permettentla construction de régles diagim Alpha de la méme
maniére que les regles d’association classiques et derdéfinbases de régles cor-
respondantes, comme les bases génératrices et informaivnsi que la réduction
transitive de cette derniére.

Nous adaptons ci-dessous les notions de support et de aoméanous définissons
ainsi ce que nous appellerons les régles d'associatiorsAlph

Définition 13 Une regle da-association (ou régle d’association Alpha) est un couple
de termed etTs, notéT| —,, 1.
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Le support et la confiance d’'une régle d’association Alpkal; —, 1> sont
définis comme suit :

a-supp(r) = <=L fO)
a-COﬂf(r) = %

La regle d'association Alpha= T —, 75 est valide sur le couplél, BC)
lorsquea-supp(r) > minsupp eta-conf(r) > minconf.

Remarquons que lorsque nous extrayons les régles des lémszatgices ou infor-
matives, la partie droité, de la régle est un terme fermé et contient donc toujours la
partie gauche de la régle (nous n'utilisons pas ici la sifigaliion évoquée en début
de section). En conséquence nous avbngT; = T, et lea-support s’écriﬂ%ﬁm‘.

Ceci signifie que I'ensemble des régles dontdsupport est plus grand queinsupp
est extrait des nceuds du treillis Alpha fréquéfiti™s“»P évoqué a la section précé-
dente.

Dans ce qui suit nous illustrons sur notre exemple initialrigles Alpha. Plus
précisément nous construirons la bas&DL, plus compacte que les bases généra-
trices et informatives évoquées ci-dessus. En effet uniepde la base génératrice
forme la base de Guigues-Duquenne des régles d'implicatiesociées A(Guigues
et al, 1986) qui tire partie de la propriété d’additivité mentiée plus haut pour ré-
duire le nombre de régles. Cette base a été étendue aux dégipscation ayant un
support minimatinsupp. De méme la base de Luxemberger des régles d’association
non exactes de confiance plus grandewquecon f (et constituée de régles dont I'an-
técédent et le conséquent sont les termes fermés de deuxs moevelation pére-fils
dans le treillis) a été étendue aux regles de support minimabupp. Ces deux bases
sont calculées a partir des termes fermés (Pasquar, 1999; Stummet al,, 2001).

La réunion de ces deux bases (GD et L) est la base GDL de réglesodiations.
Nous noterons en conséquence bag8DL la base correspondante pour les régles
d’association Alpha.

Les algorithmes proposés par (Pasqeieal., 1999; Stummet al, 2001; Diatta,
2003) construisant la base GDL s’adaptent aisément & lgroatien de la base-
GDL. Nous avons adapté I'algorithme de J. Diatta (Diatt®)3® Plus précisément
nous sommes partis de I'implémentation incluse dans lep@xlicia. L'adaptation
consiste essentiellement a redéfinir les notions d’exbendie support et de confiance
comme indiqué précédemment. Nous donnons ci-dessous leraate régles des
basesy-GDL pour I'exemple initial (voir figure 1) et pour les 4 valsudea condui-
sant a des treillis différents :

3. Une coquille s’est glissée dans cet article, voici la atfod par I'auteur : « les éléments
de ERP; (page 289 de mon papier, actes CAp03) doivent étre choisis Bd, (k-motifs
fréquents) au lieu d€'G. (k-motifs candidats générateurs) »
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Alpha 0 40 60 100

ReglesGD|9 7 5 4
RéglesL |19 10 6 2

Voici la basen-GDL poura = 100 et = 60 aveaninsupp = 0,1 (voir aussi figure
3 le treillis correspondant).

Alpha =100

Reégles exactes GD

RO : — ab Supp=1,0 Conf=1,0
R1: tl1— a3 Supp=0.25 Conf=1,0
R2: t3— a3 a8 Supp=0.37 Conf=1,0
R3: a8— t3 a3 Supp=0.75 Conf=1,0
Reégles approximatives L

R4 : a6b— a3 Supp=0.62 Conf=0.62
R5: a3a6—-t3a8 Supp=0.37 Conf=0.6
Alpha =60

Reégles exactes GD

RO : — ab Supp=1,0 Conf=1,0
R1: tl1— a3 Supp=0.25 Conf=1,0
R2: t3— a3 a8 Supp=0.37 Conf=1,0
R3: ad— t2 Supp=0.37 Conf=1,0
R4 : a3 ag8—t3 Supp=0.62 Conf=1,0
Reégles approximatives L

R5: a6b— a3 Supp=0.62 Conf=0.62
R6 : a6b— a8 Supp=0.62 Conf=0.62
R7 : t2 a6— a4 Supp=0.25 Conf=0.66
R8: t2 a6— a8 Supp=0.25 Conf=0.66
R9: a3ab—-t3a8 Supp=0.37 Conf=0.6
R10: a6 a8—~t3a3 Supp=0.37 Conf=0.6

On remarque que le nombre de regles diminue lorsque I'on péuglgrossiére
la perception des données. Cependant bien que ce soit erablnéas, ce n'est
pas formellement toujours vrai. D’une maniére généralealméme la un paradoxe
dans le sens ou le nombre totaheéimplications ne peut qu'augmenter avec la valeur
de a. En effet le nombre de termes du langage ordonnés par ISiwiwe leura-
extension augmente puisque la relation d’équivalence ¢éatmes du langage devient
plus grossiére lorsquelpha augmente : lorsque deux termes et ¢2 deviennent
équivalents, lesrégled —,, c2etc2 —,, cl deviennentvalides sur le coudlg 5C).
Tout se passe donc comme si en pratique la taille des baséglde avait tendance a
diminuer lorsquex augmente, alors que le nombre total d’implications, luiraagte.
Nous avons le résultat suivant :
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Proposition 7 Le nombre de régles Alpha génératrices, si on inclut cellekederme
générateur est égal au terme fermé, diminue lorsque la valew augmente.
Preuve : la propriété est vraie pour toute projection extensionaelci, lorsquea
augmente, la relation d’équivalence entre termes devilkust grossiére et des classes
sont réunies en une seule. Les générateurs de la nouvedisecknt ceux des classes
constituantes moins ceux qui ne sont plus minimaux, or chaggie Alpha généra-
trice est associée a un générateur. Le nombre de regles geivés diminue donc.
Cependant il peut se produire que deux classes dont chaggeaigénérateur est
identique au terme fermé de la classe, en se réunissantetbnaissance a une régle
génératrice non triviale (c’est-a-dire dont I'antécédegitle conséquent sont diffé-
rents). Le résultat ne tient donc pas si on omet ces reghesies du dénombrement.

lllustrons cette décroissance sur I'exemple ci-dessussidérons la régl&2 pour
a = 60, a4 — 2. Celle-ci sous sa forme « génératedfermé »s'écriud — t2a4ab.
Poura = 0 I'implication est fausse. Elle apparait paur= 60 car deux nceuds du
treillis Gy (voir figure 2) se réunissent et les deux implications agsstRad —
t2a4a6 et a4 — ada6 ne sont plus génératrices, au bénéficerde— t2a4ab (en
effet t2a4 n'est plus générateur etla6 n'est plus fermé). En ce qui concerne=
100 l'implication est toujours vraie mais n’est plus génériet son support est
maintenant nul. En effetxtioo(a4) = 0 (voir le tableau en figure 1).

Nous n'avons pas la méme monotonie concernant les régleexamies. Ceci
est di au fait que la-confiance d’'une régle peut diminuer ou augmenter lorsque la
valeur dea augmente. Aussi méme si le nombre de nceuds diminue lorsGua-
mente, c'est-a-dire que le nombre de termes fermés dimiamembre des régles de
confiance supérieureraincon f peut augmenter.

Nous voudrions maintenant illustrer sur un exemple ce emnlgaa-implications
permettent d’exprimer une notion d’exception lorsquetatances sont étiquetées par
des types.

Pour cela supposons que nous séparions des especes afitmates e correspon-
dant & une instance) en les classes de base suivantgamiféres, oiseaux, insectes
Nous cherchons a extraire des régles générales de ces dohméerégle intuitive
est par exemple : « un animal quole devrait avoir desiles». Cette implication est
vraie aussi bien pour les oiseaux (les oiseaux coureurgneoifautruche, ne contre-
disent pas la regle) que pour les insectes. Pour étre ualiers regle devrait aussi
étre vraie pour les mammiféeres, qui en général ne volentrpass, est contredite par
I'écureuil volant. L'approche Alpha permet ici de tirer pate ce que peu de mam-
miféres volent (en d’autre termes, la prémisse de la reglstipas fréquente dans la
classemammifére laquelle appartient I'instance qui falsifie la regle) ligér unea-
extension permet de retirer I'écureuil-volant de I'exiensle la prémisse de la régle.
Ici, une valeur faible dex est suffisante pour obtenir une reglexdmplication (avec
donc une confiance de 1) exprimant gque les animaux volantasites. Bien sdr des
valeurs plus élevées de (proches de 100) évitent aussi la falsification de cettiereg
Cependant dans ce dernier cas, une régte-hplication exprime quelque chose de
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différent : elle ne s’applique a une instance que lorsquadmjsse de la regle est
commune a Iplupart des instances de la méme classe de base. Dans notre exemple,
seuls leoiseauxseraient ainsi concernés par une telle réegle mais pasdestes

7. Aspects théoriques

7.1. Cas des classes de bases non disjointes et liens avec I'aadtymelle de
concepts

Nous avons défini les treillis de Galois Alpha en considégastles classes de base
formaient une partition de I'ensemble des instances. Nonsidérons maintenant que
ces classes recouvrent 'ensemble des instahaeais ne sont pas nécessairement
disjointes. Dans ce cas une modification naturelle de laitiéfiry consiste a imposer
gu’au moins une des classes de base auxquelles appaitistarice; «-satisfasse le
termeT. La a-appartenance est alors définie comme suitsa, T ssii isa T et
il existe une classe de bas®’ telle quei € BC et BC sat, T. En changeant de
la méme maniérgroj, (une instance danse appartient @roj,(e) s'il existe une
classe de basBC telle quei € BC et| enBC |> ‘BS(')"‘) nous obtenons encore une
projection extensionnelle, donc une correspondance dasGatiun treillis de Galois.
Les ordres partiels et totaux mentionnés a la section 3.2@éservés ainsi que les
résultats concernant I'incrémentalité de la section 5.

Une autre question est celle de la relation entre les sdlipha et I'analyse for-
melle de concepts. Nous cherchons ici un contexte forsm@iésentatif(Ganteret
al., 2001) d'un treillis Alpha donné&’,,. Il s’agit d’'un contexte formel dont le treillis
de concepts est isomorphe,. Nous considérons pour cela commigiets de ce
contexte formel des sous-ensembles particuliers deseslads base. Plus précisé-
ment, pour chaque classe de bd3€'i nous considérons les plus petits éléments
de projo(P(BC4)) différents def). Nous notond,, I'ensemble de tous ces sous-
ensembles. Ainsi si nous reprenons I'exemple 1, nous oh&no

Igo = {{i1,i2},{i3,i4}, {id,i5}, {i3, 5}, {i6,i7}, {i7,i8}, {i6, i8}}

La relation d’'incidenceR,, entre I'ensemblel/, des objets et 'ensembld des
attributs est alors définie comme suibR,a ssio C ext,({a}). Notons alors
extr, etints, les fonctions d’extension et d’intension de ce contextenfdr Dans
'exemple 1 nous obtenonseitsq(a8) = {i3,45,i6,i7,i8} et extgo(ad) = {i3,i4}
et par conséquentrtgy(a8ad)=projso({i3})=0. Nous obtenons alorart,, (a8)=
{{43,45}, {46,147}, {i7, 8}, {i6,i8}}, exty,, (ad)= {{i3,i4}} et doncext,,(a8a4)
= extry, (a8) N extr,,(ad) = 0. Remarquons qué, est constitué des singletons
de I et quel;gy est 'ensemble desprototypesdes classes de bask, est alors
considéré comme I'ensemble desprototypesde BC. Il est clair que pour toutv-
prototypeo, intr_ ({o}) = int(o) et plus généralement quet; ({ol,02,...,on}) =
int(olUo2U...Uon).

4. C'est-a-dire comme nouvelles instances.
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7.2. Alpha extensions etough sets

Nous traitons ici du point de vue ensembliste de ce travalusNconsidérons
gu’'une instance a-appartient a un sous-ensemble&le I (nous noterons <, e)
lorsquei appartient @roj,(e). Dans ce casisa, T S'écriti €, ext(T). Un autre
point de vue ensembliste traite de données partitionam@esri en classes de base : il
s'agit de la théorie des ensembtagueux(la théorie desough setg(Pawlak, 1996)).
Dans cette théorie, tout sous-ensembtie I a un plus grand minorarit. f (e) et un
plus petit majorantup(e) pris parmi les réunions de classes de base. Si on compare
la vue ensembliste Alpha avec celle des ensembles ruguewarstate immédiate-
ment que pour tout sous-ensemblde I, on aprojioo(e) =inf(e). Dans la théorie
des ensembles rugueux I'appartenance rugugu§e est la proportion d’instances
de la méme classe de base qugii appartiennent a. Pour comparer ces deux vi-
sions ensemblistes nous utilisamgpour discrétiser I'appartenange Ceci conduit a
la relation d’appartenance suivante :

Définition 14 Soient; un élément dé ete un sous-ensemble delLa fonction d’ap-
partenance rugueuse seuilléé® se définit comme suit :
i €l essipe(i) > 125

Remarquons que lorsque¢ ext(T'), on ai ¢, ext(T), alors qu'il est parfai-
tement possible d’avoii €% ext(T). En effet, le partitionnement sur les ensembles
rugueux exprime une indiscernabilité entre instances d&lae classe de base. Ainsi,
dans la théorie des ensembles rugueux il y a un certain dégppattenance déa
e dés ques N Be(i) n'est pas vide. Au contraire, du point de vue ensemblisté@|lp
I'appartenance déa un ensemble est un prérequis pour la-appartenance. La-
appartenance exprime donc a quel point I'appartenarocesh fréquentaussiparmi
les instances de la méme classe de basei g est exceptionnel relativement a
un termet, alorsi n'appartient pas azt, (t) méme sii appartient a I'extension clas-
sique dei. Une conséquence heureuse de la vue ensembliste Alphamsbitunité
de construire des treillis de Galois. Il est aisé de voir cqu& p # 100 la fonctiorext
correspondant a la vue ensembliste rugueuse (donc utitiggme forme pas, avec la
fonctionint, une correspondance de Galois (voir la condition C3 danéflaidon 2).

8. Travaux proches, conclusion et perspectives

Des travaux récents en Représentation des ConnaissaneasAgiprentissage
par Machine se sont intéressés aux correspondances eiustaide Galois avec
des langages de termes plus sophistiqués que les enserditebuls (Ganteret
al., 1999; Ganascia, 1993; Liquiest al., 1998; Ganteret al, 2001). Différents
travaux ont également exploité en apprentissage supdeviaétion de treillis de
concepts pour limiter 'espace de recherche & explorereRample les auteurs de
(Njiwoua et al, 1997) construisent partiellement la partie supérieurereillis de
concept des instances positives, et ceux de (Brézetlat, 1998) explorent a I'aide
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d’'une métaheuristique I'espace de recherche en se dépldgas celui-ci de termes
fermés en termes fermés. Cependant, peu de travaux ontlfenme@t examiné la
possibilité de simplifier les treillis de concepts en modifia fonction dextensionet
donc la partie extensionnelle d’'un concept. Nous avons venguodifiant la notion
d’extension en se référant a une partition de I'ensembleirdgances/, on modi-
fie le treillis des extensions qui n'est pl@I) et on obtient une nouvelle famille
de treillis de Galois. En particulier nous avons vu que leslis Iceberg (ou treillis
de concepts fréquents) (Waiyansial,, 2000; Stummest al, 2002) sont formelle-
ment des treillis de Galois Alpha particuliers pour lesgueultes les instances appar-
tiennent a la méme classe de base. En outre, les régles @atiph associées aux
treillis Alpha correspondent & I'inclusion desextensions. Ainsi, des bases de telles
a-implications peuvent-elles étre extraites d'un treilipha de la méme maniere que
leurs contreparties classiques le sont d’un treillis decepts. Ceci conduit a consi-
dérer lestreillis Alpha fréquentsyui, utilisant une notion de fréquence globale, (le
a-support), sont le pendant, pour légles d’association Alphdes treillis fréquents
pour les régles d’associations classiques. Remarquoneguemplications héritent
de la structure de treillis de Galois des propriétés ingEnet®s (comme la transitivité)
inhabituelles lorsqu’on travaille avec des regipproximatives

En ce qui concerne la construction des treillis Alpha, ndagans proposé qu’un
algorithme direct et il serait évidemment intéressant afadr des algorithmes effi-
caces de construction de treillis de conceptg.(Kuznetsoet al, 2002)). Cependant,
la propriété 3 conduit a une autre maniére d’engendrerddgde Galois Alpha en
construisant d’abord les treillis fréquents correspondahaque classe de base, puis
en les fusionnant a I'aide d’un opérateur analogue a |'dpéralesubpositiorutilisé
en analyse formelle de concepts. (Valtcleeal., 2002b) ont utilisé cet opérateur pour
construire et maintenir efficacement un treillis de conseldbus avons donc urie-
crémentalité par classes de bades treillis Alpha que nous avons expérimentée ici
et, en utilisant la projection et la fusion de treillis Alphea schéma général de mise a
jour de ces treillis Alpha. Il y a en réalité encore beaucotgir& pour expérimenter
et examiner les problemes théoriques et pratiques conudasatreillis Alpha et les
a-implications correspondantes. Ainsi il reste par exendpbeoduire des opérateurs
permettant de passer d'un treillis grossier a un treillissgin sans tout reconstruire
(nous savons remonter vers un treillis plus fin (Pernatilal., 2002), mais la recons-
truction pose probléme). Egalement, les conséquencespdint de vue ensembliste
de la notion di-extension sont encore a explorer, ainsi qu’'un approf@edient de
I'étude initiée ici sur I'ordre induit sur les représenteits par la valeur dex et la
partition initiale. Nous nous intéressons particulieratren ce moment aux aspects
logiques associés a cette fonction d’extension, et a ladqranticuliere que prend ici
la déduction. De plus, beaucoup de travaux utilisant leignae de I'analyse for-
melle de concepts et de ses dérivés peuvent étre étendueediix Alpha, comme
par exemple les travaux sur la navigation dans les systéfirderchation logique
(Ferréet al, 2004) ou encore un travail récent sur la reconnaissanc&despen ro-
botique mobile (Zenoet al, 2004) qui utilise également une partition des instances
(ici des images) pour extraire des caractéristiques discantes a I'aide d'un treillis
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de concepts. En conclusion nous pensons que cette strietfyreut-étre surtout, la
notion d’extension qui lui est associée, forment une agprowuvelle de I'investi-
gation des données permettant de faire varier en finessedagtion des données et
de traiter les exceptions relatives & un point de vue prahimg sur les données. Ce
point de vue préliminaire est une partie du biais que tolisateur averti applique
pour extraire et apprendre des connaissances a partir deesn
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