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Résume : Dans beaucoup d’applications il est utile de représemter grande
guantité de données en les regroupant en une hiérarehiadses décrites a
un niveau d'abstraction adéquat. La représentatio@m@ue que nous utilisons
ici est un treillis de Galois, i.e. un treillis correspontlan partitionnement des
termes d'un langage de représentation en classes dé#enoe relativement a
leurextensior{I’extension d’'un terme est la partie d’'un ensemble d’'ins&s qui
satisfait ce terme). L'avantage d’'une telle structure a&ltp représente exhaus-
tivement I'ensemble des concepts qui peuvent étre distéimgn fonction de leur
extension. Son principal désavantage est sa taille quigtesi trées grande dans
le cas d'applications réelles. Nous proposons ici deiréda taille du treillis,
simplifiant ainsi la représentation des données, toutasrservant sa structure
formelle de treillis de Galois et son exhaustivité. Poda c@us utilisons une par-
tition préliminaire des données correspondant a I'eission d’'un type a chaque
instance. En redéfinissant la notion d’extension d’'un &eda maniere a tenir
compte, a un certain degeé de cette partition, nous aboutissons a des treillis de
Galois particuliers appeléeeillis de Galois Alpha

Mots-clés: Regroupement conceptuel, Treillis de Galois

1 Introduction

Dans beaucoup d’applications il devient primordial d’aigeeractivement un utili-
sateur a acceder a une grande quantité de données. ahiermde procéder consiste a
regrouper les instances en classes, elle-mémes orgamis@ine hiérarchie, et décrites
a un niveau d'abstraction adéquat. La représentatiodégart que nous utilisons ici
est un treillis de concepts. Dans un tel treillis chaque dasrrespond a une classe
représentée par s@xtensior{les instances de la classe) et satention(les propriétés
communes a la classe exprimées comme un terme d’'un lanigagasses). Le treillis
de concepts constitue une représentation exhaustiveotheguts sous-jacents a I'en-
semble des instances : tout sous-ensemble des instancaguzort I'extension d’'un
terme du langage est associé a un et un seul noeud dwstr8oin principal désavantage



CAp 2004

est sa taille qui peut étre tres grande dans le cas d’apiplisaréelles. Plusieurs tech-
nigues ont été proposées pour réduire la taille dulisegh éliminant une partie de
ses noeuds (e.g. (Heredh al, 2000)). En particulier un treillis de conceftéquents
(Waiyamai & Lakhal, 2000) représente la partie supégediun treillis de concepts :
seuls les noeuds dont I'extension est suffisament grantdgiyesnent a un seuil) sont
représentés. Dans I'approche présentée ici nous@ons le nombre de noeuds du
treillis en tenant compte, dans une certaine mesure &esaciin degré, d’'une par-
tition a priori des données. Cette partition est constituée d'un enseddulasses de
base: chaque classe est associée aype de base celui des instances qui la consti-
tuent. Ainsi dans un jeu de données concernant le catal@gaetronique de produits
informatiques C/Net (http ://www.cnet.com), il y a 59 typss base differents (e.qg.
Laptops Harddrive, NetworkStoragepour 2274 instances. Les classes de base sont
alors utilisées pour ajouter un critere de fréqudncalea la notion dextension de la
maniere suivante : une instanca@ppartient xt, (T') (laa-extension d’'un termel du
langage de classes), lorsque, d 'une part, elle appaatiéttension dd’, ext(T), (i.e.

i atoutes les propriétés qu’exprirfig, et d’autre part, au moins % des instances de la
classe de base dappartiennent aussicxt(T). Cette nouvelle notion d-extension
induit de nouveaux treillis de concepts, plus flexibles,aptiformellement la structure
de treillis de Galois, et que nous appelongtieillis de Galois Alphaou plus simple-
menttreillis Alpha. Pour en revenir a I'exemple du catalogue electroniquesic&rons
un treillis de concepts frequents. La propriété "suppoiapparait dans aucun noeud
car elle n'est pas globalement frequente (13 produits 8d4R Dans un treillis Alpha
(aveca plus petit que 92) la propriété "support” apparait damsrebins un terme, car
dans la classe de bagtardDrives 92 % des instances sont vendues avec un "sup-
port”. Autrement dit le treillis de Galois Alpha introduibe notion de fréquendecale
qui permet de faire apparaitre dans le treillis des petpsiqui ne sont frequentes que
dans certaines classes de base.

Nous montrons que pour un méme langage et un méme enseinbtarntces, ldreillis

de Galois Alphaest plusgrossierque le treillis de concepts : les noeudstdhillis de
Galois Alphaconstituent un sous-ensemble des noeuds du treillis deeptsidNous
montrons également que les valeurscddéfinissent un ordre total sur |&é=illis de
Galois Alpha: le treillis de Galois Alphainduit parext,; est plus grossier que celui
induit parext,s Sial > 2. Cet ordre total permet en particulier de faire des "zooms”
successifs sur ldgeillis de Galois Alphgermettant ainsi de contrdler la taille du treillis
et de tenir compte a la fois des limitations de I'utilisatéte qu'il peut appréhender)
et de ses désirs (ce qui I'interesse). L'idée est de coinstdans un premier temps un
treillis grossier (aveextioo) puis de raffiner une partie de ce treillis, délimitée panx
noeuds (ascendant/descendant), en faisant décroitedelar dea. Une telle stratégie
de zoom/raffinement successifs estimplémentée danstemsg ZooM (Pernellet al.,,
2002) dédié a la réprésentation de données par déss thedifférents niveaux d’'abs-
traction.

Le cadre général des treillis de Galois est donné enme2tiEn section 3 nous présentons,
et illustrons sur un exemple simple, fesillis de Galois Alphala section 4 presente
des expériences, menées sur les données de C/net, gantrigtccent sur la robus-
tesse de cette représentation en particulier en préstndennéesxceptionnellese-
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lativement a leur classe de base (avec des valeurs pl®@ches de 0 ou de 100). La
section 5 traite d’abord des regles d’implications paiiéres associées atreillis de
Galois Alpha puis de la comparaison du point de vue ensembliste asadai@otion

d’ a-extensioravec celui de la théorie des ensembles "rugueux” (rougt).9enfin la
conclusion relie ce travail a d’autres travaux sur ledlisale concepts et trace quelques
perspectives de recherche.

2 Préliminaires et définitions

Les principales définitions, preuves et résultats caoramgrles correspondances et
treillis de Galois sont présentées entre autres dankH@&iff, 1973). D'autres résultats
sur les treillis de Galois redéfinis dans le champ de I'Asalfformelle de Concepts
apparaissent dans (Ganter & Wille, 1999) et, dans le cadigidalyse des Objets
Symboliques, dans (Bock & Diday, 2000). Nous utilisons ¢ gprésentation plus large
que celle de (Ganter & Wille, 1999) dans la mesure ou nowstevarier par la suite la
notion d'extensionDans la suite du papier nous appelons treillis de GaloislEtsire
formelle que nous définissons ci-dessous et réservoesiteetreillis de conceptsux
treillis de Galois présentés dans (Ganter & Wille, 1999).

Définition 1 (Ensembles ordoniés et treillis)

Un ensemble ordonné est un couple )M,ol M est un ensemble et une relation
d’ordre (reflexive, antisymétrique et transitive) sur Mh ©nsemble ordonnné (M)
est un treillis ssi pour tout couple d'éléments (x,y) delldiste un plus petit majorant
(ou supremum) x/ y, et un plus grand minorant (ou infimum)xy

Définition 2 (Correspondance de Galois)
Soientm1 : P~ Q et m2 : Q— P des fonctions définies sur deux ensembles ordonnés
(P<p) et (QLg). (m1,m2) est une correspondance de Galois si pour tout, mzde
P et pourtoutq, ql,q2de Q :
C1- p1<p p2= m1(p2)<q mi(pl)
C2-q1<q 2= m2(q2)<p m2(ql)
C3- p<p m2(m1(p)) et g<o m1(m2(q))

L'exemple ci-dessous sera utilisé pour illustrer lesétiites notions presentées en
section 2 et 3.

Exemple 1

Les deux ensembles ordonnés saht{) et (P(I), C) :

- L est un langage dont un terme est un sous-ensemble d’un eleséatribut A =
{t1, t2, t3,a3,a4,a5,a6,a7jadci c1 < c2 signifie que le terme c1 est moins spécifique
que le terme c2 (par exemplega3,a4 < {a3,a4,ab),

- | est un ensemble d’individus {1,i2,i3,i4,i5, i6,i7,i8} .

Soientint etext deux fonctions telles que :

int :P(I)— L etext : L — P(I) avec:

int(el) = ensemble des attributs communs a tous les individus de
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ext(cl) ={i € I tels quei isa c1} olisa est 'appartenance usuelle d’un individu a un
terme.ext(cl) est donc I'ensemble des individus qui ont tous les attriblats. .
L'exemple 1 est décrit en Figure 1 : chaque ligmeprésente fntentionint({:}) d’'un
individu del et chaque colonngreprésente lextensiorext({;}) d’un attribut deA.

int etext forment une correspondance de Galois&S@tP(I),

tl | t2 |t3 |a3|ad4 | a5 | a6 | a7 | a8

il| 1 1] 1 1 1

20 1 1|1

i4 1 1 1 1

is 1 1 1 1

i7 11 1 1

i8 11 1] 1 1

FIG. 1 — Exemple 1Tab(i, 7) = 1 silej™¢ attribut appartient aif™¢ individu.

Nous rappelons ci-dessous la définition d’un opératedieaseture

Définition 3 (Fermeture)

w est un opérateur de fermeture sur un ensemble ordonrié) (84 pour tout couple
(x,y) d’éléments de Mon a :

- x < w(x) (extensivité)

- Six< y alors w(x)< w(y) (monotonie)

- w(x) = w(w(x)) (idempotence)

Un élement de M tel que x=w(x) est appelé un terme fermé deldtivement a w.

Dans une correspondance de Galeid, o m2 et m2 o m1 sont des opérateurs de
fermeture pour® et Q.
Example : Dans I'exemple lext({ad}) = {il,43,44}, int({i1,i3,i4}) = {a4, ab}.
Le terme{a4, a6} est ferng carint(ext({ad}) = {a4, ab}.

Définition 4 (Treillis de Galois)

Soient m1 : P— Q et m2 : Q— P deux fonctions définies sur les treillis{B) et
(Q.L0), telles que (m1,m2) est une correspondance de Galois.

Soit G (p,q), ou p est un élément de P et q un élément de Q, telpgm2(q) et q =
mi(p)

Soit< la relation définie par : (p1,9X (p2,q2) ssiqK g g2.

(G,<) est un treillis appelé treillis de Galois. Nous utilisesasi nécessaire la notation
compléteG (P, ml,Q, m2).

Exemple : Dans I'exemple 1, GHc,e) ouc appartient aC, ete appartient &P (T)
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et tels que e=ext(c) et c=int(e)(G, <) est un treillis de Galois avec définie par :
(c,e)< (c',e’) ssi eC e’ (ce qui est en fait équivalent ax c’). Le treillis de Galois
correspondant a 'exemple 1 est presenté Figure 2.

{a6}, {il,i2,i3,i4.,i5.16,i7,i8}

{a3,a6}, {i1,i2,i5,i6,i7,i8}||{a6,a8}, {i1,i3.,i5,i6,i7.i8} | |{a4.a6}.{i1,i3,i4}

{a3,a5,26}, (i24,i8)< {a3,26,a8}.{i1,i5.i6,i7.i8}| | {a4,26,8}.{i1,i3}

{2,a6}, {13,14.15){

— 4

A 3

Ftl,a&,a(:}. {iLi2}| A

{t3,a3,a6,a8}‘{i6,i7‘i8}’/ {(2,26,a8},{i3,i5}
A

{2,a4,a6}, {i3,i4} ‘

T /”
{2,343} {xz,...},{m}‘

{1,341} l

{llw---},{il}‘

{t2,...},{15}‘ ’{B,...},{iS}‘

{t1.2,3,a3,a4,a5,26,a7.a8}, {

FIG. 2 — Le treillis de Galois correspondant a I'exemple 1.

Remarquons qu’un noeud d'un treillis de Galois est un cod{@&ments fermés de
P et@. De plus les fonctions:1 et m2 définissent des relations d’équivalence sur les
treillis P etQ :

Définition 5 (Relations d’équivalence surP et Q)
Soient=p et=¢, les relations d’ équivalence définies dret surQ) parml etm2,
c.a.d. soient p1 et p2 des éléementdtlet q1, q2 des élements dg alors :

pl =p p2 ssiml(pl) = ml(p2), etql =qg 2 ssi m2(ql) = m2(q2)

Lemme 1
Soient p un élément de P, et q un élément de Q, m2(m1(p)uesque plus grand

élément de la classe d’ équivalence=le contenant p et m1(m2(q)) est I'unique plus
grand élément de la classe d’ équivalence=gecontenant q.

Ainsi, une propriété caractéristique des treillis dddBaest que chaque noeqgd ¢)
est constitué de représentants de classes d’équieatizey et de=(.

Dans notre exemple, nous avons utilisé le langagdefini comme I'ensembi®(A)
des parties d’'un ensemble d’attributscomme premier treillis, et 'ensemb(Z) des
parties d’un ensemble d’'individus comme second treillis. Ces treillis, associés aux
deux fonctionsnt etext, définissent un treillis de Galois particulier nomirdllis de
conceptdGanter & Wille, 1999). Dans un treillis de concepts, un ribétje) est un
conceptg est I intentionet e est I'extensiordu concept. Les treillis de concepts sont
intéressant a la fois d’'un point de vue pratique, dans laureeou ils expriment d’'une
maniére rigoureuse les deux facettes d’un concept, etpbint de vue théorique car il
a été montré que tout treillis fini peut se réecrire conuméreillis de concepts (Ganter
& Wille, 1999).
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3 Treillis de Galois Alpha

Dans ce qui suit nous considérons, sans perte de géaérak P(A) et prenons
comme point de départ le treillis de conce@isC, ext, P(I), int) pris comme exemple
ci-dessus. Puis nous présentons une variantectidont la relation d’équivalence as-
sociée= . est plus grossiére que celle associee(cf la définition 11) ce qui conduit
a des classes d’équivalence plus grandeg<seirdonc a un treillis de Galois constitué
d’'une partie seulement des noeuds du treillis de concepis@saert.

La nouvelle notion d’extension repose sur I'associatiamdype pré-défini a chaque
individu. Les individus sont regroupés etasses de baseorrespondant a ces types.
La premiére idée consiste alors a considérer, pourtnarssle treillis de concepts, les
classes de basplutdt que les individus (cf (Pernelé al, 2001)).

Supposons par exemple que les attribitg2, t3 correspondent aux trois types pos-
sibles pour les individus de I'ensemblale I'exemple 1. A partir de ces types on en-
gendre 3 classes de baB€'1, BC2, BC3 dont les descriptions sont les suivantes :
BC1={i1,i2}, int(BC1)={t1,a3,a6 (les attributs communsa et:2) ; BC2={i3,i4,i5},
int(BC2)={t2,a6} ; BC3={i6,i7,i8}, int(BC3)={t3,a3,a6,a8.

Il est maintenant possible de construire un treillis de eptgavec un nouvel ensemble
de trois individus :{bc1,bc2,bc3 (appelons les leprototypesde leur classe de base
respective) tels que, pour tout indexiit(BCi) = int({bci}). Ce treillis de Galois,
représenté Figure 3, est un cas particulier de treilli$&sdéis Alpha, beaucoup plus
petit que le treillis de concepts original.

Cependant il semble intéressant de concevoir une appmuehmédiaire, dans laquelle
on conserverait une influence de la partition des donnéetasses de base sans pour
autant se restreindre, comme ci-dessus, a ne considérates réunions de classes de
base dans les extensions.

C’est cette approche intermédiaire qui conduit &eilis de Galois Alpha

3.1 Alpha définitions

Définition 6 (Alpha satisfaction)
Soita un nombre entre [0,100]. Soient €&, . . ., i, } un ensemble d’individus, et T
unterme deC.
le| .«

100

La a-satisfaction d'un terme dé étant définie relativement a un ensemble d’indivi-
dus, nous l'utilisons pour tester si un pourcentag¥ des instances d’'une classe de
base satisfait un terme d& Nous ajoutons alors cette contrainte a la relation d’ap-
partenancésa entre les individus et les termes de Nous appelons cette nouvelle

notion (appartenance de l'individu & un terme plusatisfaction de la classe de base
de l'individu a ce méme terme) la-appartenance

ea—satisfait T (e saty, T) ssi | ext(T)Ne | >

Définition 7 (Alpha appartenance)
SoitI un ensemble d’individus é3C une partition finie dd (en classes de base). Soit
BCI: I — BC la fonction telle que3Ci(i) est la classe de base de I’ indivigltet soit
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T un terme déeC, alors :
iisaq T ssiiisa T et BCl(i) saty, T

Exemple (exemple 1) Soit T={a6,a8, ext(T) ={i1,i3,i5,i6,i7,i8}.

BC1 satsg T puisquel isa T et| BC1 |= 2. En conséquendé isaso T. BC2 satgo T
puisqud ext(T) N BC2 |> %. Ainsi nous avons3 etib isago 1. Finalement
BC3 sati00 T puisque 100 % des individus d#C'3 appartiennent a I'extension de
Ainsi nous avonsb, i7, eti8 isaigg 1.

Nous utilisons maintenant lalpha appartenancpour définir la notion d’extension
gue nous utiliserons dans les treillis de Galois Alpha.

Définition 8 (Alpha extension d'un terme)
La a-extensiord’un termeTl” dansl, relativement a la partitioBC, est définie comme
suit:

exto(T)={iel|iisaq T}

Exemple (exemple 1) Soit T={a6,a8, exto(T)= ext(T) ={i1, i3,i5, i6,i7,i8}
exteo(T)={i3,i5,i6,i7,i8} etexti00(T)={i6,i7,i8}

La proposition suivante définit une nouvelle correspordatte Galois & partir des
fonctionsint et ext,. Elle nécessite de définir un treillis, de sous-ensembles de
I correspondant a une partie seulemenfd&). Un élément de&,, est constitué de
parties suffisamment grandes de difféerentes classes @e(basd de parties dont la
cardinalité est supérieure ou égale &b de la classe de base correspondante).

Proposition 1

SoitE,, le sous-ensemble d&(Z) définit comme suit : :

E,={ecP()| Vice,|en BCli) | > 1Bllay

Alors :int etext,, définissent une correspondance de Galois éhtrtE,, .

Preuve : La preuve de cette proposition repose sur le 1) du théofeprésenté a la
section suivante et est en conséquence donnée apnésidé de ce théoréme, sous la
forme de la preuve d’un corollaire.

Nous pouvons maintenant définir kesillis de Galois Alphaassociés a cette nouvelle
correspondance de Galois.

Définition 9 (Treillis de Galois Alpha)

Soit G (c,e) ouc est un éléement d€, e est un élément dé&,,, e=xt,(c) et c=
int(e)}. Le treillis de Galois corresponda6i L, ext,,, E,,int) est appelé treillis de
Galois Alpha et est not@ L, .

Lorsquea = 0, on ak, = P(I) etext, = ext. Ainsi le treillis de Galois Alpha est
dans ce cas le treillis de concepts associé aux mémdsigdtat aux mémes instances.
Lorsquea = 100, I'extension associée a un noeud de ce treillis dei6#lpha est
constitué de classes de base entieres . En conséquenziditede Galois Alpha est le
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treillis de concepts obtenu en considérant comme instalesprototypesles classes
de base.

Le treillis de Galois Alphazgo de I'exemple 1 est représenté Figure 3. La Figure 4
présente la partie supérieure@g,. Notons que legtentionsdes noeuds d&'1oo sont
aussi ledntentionsde noeuds dérgy qui sont eux mémes les intentions de noeuds du
treillis de concepts initiad7, (voir Figure 2).

{a6}, {il.i2.i3.14,i5.i6.i7.i8}

{a3.a6}, {i1.i2,i6.i7.i8}

{tl.a3.a6}, {il 2} (13,23 26,28} .{i6.,i7.i8} {126}, {i3.i4i5}

{11213 a3.a4,a5.a6.a7 a8}, {

FIG. 3—a =100 : le treillis de Galois Alph&100 de I'exemple 1 est beaucoup plus petit que le
treillis de concepts initial présenté Figure 2.

(@6KiLi2, . 8}

[ia3.a81ii2.6,7,8] | (e6.astizisi6irisy | [(r2.a6Ki34) |
|

[ {t3.23,26,28(i6,7,i8} | [ 12.a4.a6)i3,4) |

FIG. 4 —a =60 : La partie supérieure d&so de I'exemple 1. Les nouveaux noeuds, relativement
aGhoo sont d’un gris plus clair.

Dans la section suivante nous détaillons comment s’oreloties treillis Alpha.

3.2 Ordres sur les treillis de Galois Alpha

Dans (Ganter & Kuznetsov, 2001) les auteurs formalisextdiesion de I'analyse for-
melle de concepts a des langages plus sophistiqués. Wine deprojectionest utilisée
pour réduire le langage et ainsi réduire la taille dulisede Galois. Indépendamment,
(Pernelleet al,, 2002) utilise la mé&me notion de projection pour faire @ate langage
mais I'utilise €également en la nommant projectextensionellepour modifier la fonc-
tion d’extensiorext

Nous rappelons ci-dessous la notion générale de projectinsi qu’'une relation
d’ordre sur les relations d'équivalence :

Définition 10 (Projection)
Proj est une projection d’un ensemble ordonné<{Mssi pour tout couple (x,y) d’
éléements de M :
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X > Proj(x) (minimalité)
if x < y then Proj(x)< Proj(y) (monotonie)
Proj(x) = Proj(Proj(x)) (idempotence)

En changeargxt une projection extensionnelle transforme un treillis @& en un
treillis plus petit pour lequel la relation d’ équivaleneé est plus grossiére et dont les
classes d’ équivalence sdrincluent celles de la relation d’origine :

Définition 11

Soit=}. la relation associée a la fonction extl=et celle associée a ext2, alorsz. est
dite plus grossiére quer. ssi pour tout couple (c1,c2) d’ élémentsgen a :

si extl(cl) = extl(c2) alors ext2(cl) = ext2(c2).

Le théoréme suivant est prouvé dans (Perredlid., 2002) :

Théoreme 1 (Un ordre extensionnel sur les correspondances de Galp
Considérons les fonctions int et ext définissant une spoedance de Galois sdret
E etproj une projection dé;. NotonsE' =proj(E) etext’ =proj o ext. Alors :

1)int, ext’ définissent une correspondance de Galois(satE’.

2) Le treillis de Galois=' (L, ext’, E',int) a la propriété suivante : pour tout noeud
g’=(c,e’) deG’ il existe un noeud g=(c,e) d&(L, ext, E, int), avec la mémeéntention
c, tel que e’=proj(e).

3)=/. est plus grossiére que,.

Nous dirons alors que G’ est plus grossier extensionneli¢éqe G.

Le corollaire suivant de ce theoreme démontre la prajposi.

Corollaire 1
SoitG(L, ext,P(l), int) un treillis de Galois. So#zxt,=proj,oext etE, =proj,(P(Z))
avec pour toute dP (Z) :

projo(e) =e—{i/i €eet|enBCI(3) | < %}

1)int, ext,, définissent une correspondance de GaloiLsetE.,.

2) Le treillis de Galoisz' (L, ext, E,, int) est tel que : pour tout noeud g’=(c,e’) de
G’ il existe un noeud g=(c,e) d&(L, ext,P(l), int), avec la mémeéntention c, tel que
e'=proji (e)

preuve : Le corollaire découle directement du théoréme dans lsuneeot on prouve
queproj, estune projection (on démontre ainsi la proposition 1).

proj.(e) est inclus dans e puisqu’ on retire des éléments dengoto;j,, est minimal.
Sie estinclus dane’, chaque élément deretiré par la projection sera aussi retiréetle
projo (€) est donc inclus dansoj, (e’) etproj, est monotone. Finalement;oj, est
idempotent puisque plus aucun élémenpae;, (e) ne peut étre retiré par une seconde
application deroj,,.
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De plus nous pouvons ordonner ces fonctions d’extensidos fevaleur dex : Pour
tout couple {1, a2) tel queal < a2, on aextys = Projq © extyr aveca = a2. En
consequence, la valeur dedéfinit un ordre total sur les treillis de Galois Alpha :

Proposition 2 (Un ordre total sur les treillis de Galois Alpha)

Notons=,, la relation d’ équivalence sur associée art,,. Alors pour tout couplef1,
a2) tel queal < a2, =%? est plus grossiére que}!

Preuve : proj, est une projection pour toute valeurdeappartenant a [0,100].
exta1=proje o ext aveca = al etexty,s=proj, o exty; aveca =a2. Selon le 3) du
théoreme 1=%2 est alors plus grossiére qag:

Exemple : =% est plus grossiére que’’ qui est elle-méme plus grossiéere qeg
qui est la relation d’équivalence, du treillis de concepts .

Cette derniere proposition permet de faire des raffinesnautcessifs de treillis de
Galois Alpha (voir la section 4).

Il existe aussi un ordre partiel associé a la partitiotiate 5C deI en classes de base.
Supposons que nous retirions certaines classes de bdsetdaisant ainsi I'ensemble
d'instances d’ associé a une partition reduiB€’ constituée des classes de base res-
tantes. Il est aisé de montrer (la preuve est ici omise) gaiune projectiomroj telle
que le treillis E/, correspondant s’écrit simplemeptoj(E,). En conséquence nous
avons la propriété suivante :

Proposition 3 (Un ordre partiel sur les treillis de Galois Alpha)

SoitBC' un sous-ensemble des classes constiti@nalors, pour la méme valeur, le
treillis de Galois Alphas’ associé 8C’ est plus grossier que le treillis de Galois Alpha
G associé 8C.

Un cas particulier intéressant est celui de la partitfjdh constituée d’une seule
classe, c'est a dire le cas ou toutes les instances pattEgenéme type. Le treillis
de Galois Alpha correspondant est la partie supérieuresdlistde concepts défini par
le méme langag® et le méme ensemblE d’'individus, et est constitué des noeuds
dont I'extension est plus grande gy |1]. Cette structure a été recemment étudiée et
a été nommeéereillis Icebergou treillis de concepts fquent{Stummeet al,, 2002;
Waiyamai & Lakhal, 2000). Dans ces structukgs correspond a la valeur du seuil sur
le supportminsupp

Notons que du fait de la proposition 3, le treillis frequdetchaque classe de base
BC'i d’'une partitionBC est toujours plus grossier que le treillis de Galois Alpha co
respondant #C.

4 Implémentation et Exgeriences

Le programme ALPHA qui construit les treillis de Galois Apttilise une approche
top-down classique dans laquelle on spécialise I'intenti d’'un noeud en ajoutant
d’'abord un nouvel attribut puis en appliquant I'opérateur de fermetung o ext, a
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c¢|J{a}. Chague noeud ainsi engendré doit &tre comparé aux sak&ja construits (et
rangés dans une file) de maniére a éviter les doublonss Blaons expérimenté ALPHA
sur un ensemble de 2274 produits informatiques, partieran 59 types, extraits du
catalogue C/Net. Chaque produit peut &étre décrit ad'aid 234 attributs.

Dans notre premiere expérience nous avons construgilbstiG,oo a partir de I'en-
semble des 2274 produits (ainsi pratiquement réduit as@nces prototypiques), puis
nous avons progressivement baissé la valeuretecalculé les treilligr , correspondants.
Comme on peut le constater ci-dessous le nombre de noeudisnete temps CPU)
croft exponentiellement de 211 concepts a 165369 loraquezrie de 100% a 91%. Il
est donc ici clairement impossible d’avoir une vue congptigs données au niveau des
instances (c.a.d. pour=0) et méme le relachement de la partition en classes de bas
(commencant avee=100) doit &tre limité :

Alpha | 100 98 96 94 92 91
Noeuds| 211 664 8198 44021 107734 165369

Notre seconde expérience concerne la parti€zgdg comprise entre, d’'une part, le
noeud dont I extension contient les 3 classes de baget¢p (252 instances pour 39
attributs impliqués dans les descriptiondgrd-drive(45 instances, pour 22 attributs
impliqués),Network-storag@! instances, pour 16 attributs impliqués)) et, d’autrd,pa
le noeudBottom Le nouveau=oo contient maintenant 5 noeuds (nombre a comparer
au nombre maximum de noeuls = 8). Le treillis G,, est calculé pour toutes les va-
leurs entieres de entre 100% et 0% et sa taille comparée a celle du treidiguient
correspondant (cf. Figure 5). Nous nous intéressons dlabox valeurs élevées de

Frequent and Alpha Lattices — félegh“aem
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«. Partant du treillisgz 199, de nouveaux noeuds apparaissent lorsgui&croit. Ainsi
poura = 99%, un nouveau noeud apparait sous le noeuehdgreprésentant la classe
Laptop L'intention de ce nouveau noeud contient maintenantilatt "network-card”.

Ceci est di au fait que la plupart des instances de la clags®ppossede une carte
réseau. Ainsi en affaiblissant la contrainte sur la claedgase nous évitons les quelques
instances exceptionnelles daptopprésentes dans le catalogue et qui masquaient cette
propriété "par défaut” deaptopdans le treillisG 9. De la méme maniere les instances
dehard-drivessont vendues avec une maintenance (la propriété "suppainsi pour
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a = 92%, un nouveau noeud représentant les instancesadidrivespossédant la
propriété "support” apparait. Remarquons que dans sé'ai#ribut "support” est rare
si I'on considére tous les individus ("support” appaddhs 13 produits sur 301) et ne
serait pas considéré dansteillis de concepts fquentsalors qu'il est frequent dans
la classehard-drive (13 produits sur 15) et ainsi apparait dans le treillis d®oiSal-
phaGyg. En résumé, en faisant diminuera partit de 100 % on a une vision plus fine
des données en tenant compte de propriétés qui somem@es (i.e. frequentes) dans
certaines classes de base.
Si on considere maintenant que I'on part du treillis de emts original et que I'on
fait croitre lentement de O vers des valeurs faibles (de I'ordre de 10%), certaires i
tancesexceptionnelledans leur classe de base relativement a un certain ted®£€,
disparaitront de la-extension de . Ces instances sont exceptionnelles car elles appar-
tiennent a I'extension du termealors méme que peu d’instances de cette méme classe
de base appartiennent a cette extension. En conséquentzeénes propriétés tres rares
dans certaines classes de base, ne seront plus utilisalesliptinguer les concepts.
Par exemple, quelquésaptopsseulement ont la propriété "Digital-Signal-Protocol”,
et ainsi pourc = 6% , les noeuds dont l'intention contient la propriété "DdiSi-
gnal Protocol” ne contiennent plus d'instancesldgtopdans leur extension. Ainsi
les termes de la formfLaptop, Digital-Signal-Protocol, ...}, deviennent équivalents
au noeudBottom, alors que d'autres termes incluant ” Digital-Signal-Boatl” de-
viennent équivalents (car leur extensions ne differemetppr la présence d'instances de
Laptop). L'effet résultant est une diminution du nombre de noeluts lecture plus
précise de la Figure 5 montre qu'il peut y avoir beaucoup aleuds méme pour des
valeurs élevées de. Dans cet exemple particulier ceci est du au fait qu'uneselake
baselaptop a un treillis frequent qui envahit le treillis Alpha. Ungp&rience menée
sur une partie seulement des données du catalogue ( 2é<sldsdase représentant
en tout 1187 objets) obtenues en retirant certaines classehissantes, montre que le
treillis Alpha résultant est plus détaillé (pour uneme@valeury) que le treillis frequent
correspondant (voir aussi Figure 6 ) :

Alpha 100 80 50 30 0

Noeuds Alpha | 158 842 1493 1900 2202

Noeuds Frequent 2 18 18 50 2202

5 Le point de vue Alpha

5.1 Regles d’'implication Alpha

Les regles d’association, dans le domaine de la fouilleateée, sont des implica-
tions dont la valeur de vérité est observée sur un ensediibnistanced. Chaque regle
est associée a une valeur sigpport(la frequence de sa partie prémisse danst a
une valeur deonfiancelLorsque la confiance est fixée a 1, les regles sont ditgles
d’'implication. Lorsque I'on considére les treillis de concepts, I'orpegtiel induit sur
les termes du langage par la correspondance de Galoisspon@ a un ensemble de
regles d’implication. Plus précisémefit, <; T3 signifie queext;(T1) C ext;(Ts) i.e.
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implication logiqueT; — T» est vraie suf. Pour une telle régle, on appeléfala
partie gauche (ou prémisse)Zetla partie droite (ou conclusion) de la regle.

Les regles d’'association correspondant a un ensembistdfices sont souvent
construites en deux étapes : on construit le treillis decepts associé &, puis on
extrait du treillis les regles d’association. Lidéenggale est qu'un noeud d'un treillis
de concepts correspond a une classe d’équivalence dedgrantageant tous la méme
extension. L'intention du noeud, c.a.d. son plus graianént (le plus spécifique), a
donc la méme extension que les termes les plus petits (issg@inéraux) de la classe
d’équivalence. En prenant comme partie gauche un termenairet comme partie
droite un terme fermé on obtient un ensemble de reglespligations. Une partie
de cet ensemble forme la base de Guigues-Duquenne des Egigplications as-
sociées d (Guigues & Duquenne, 1986). Pour rendre les regles plisdis la partie
droite de la regle est retirée de la partie gauche. Par ghegroonsidérons le noeud
(abe, {i1,42,43}) et supposons que les plus petits termes de la classe d’adeube
sont{a, b}, avecextr(a)= ext;(b) = {il,i2,i3}. On obtient alors les régles d'impli-
cation{a — abc,b — abc} qui se réécriven{a — bc,b — ac}. Dans les treillis
frequents, I'extension d’un terme est redéfinie comme Walsque le terme n’est pas
frequent dang, c’est a dire quand son extension contient moinsdesupport * |I|
instances dd€. En consequence les regles d’ implication extraites desid® restants
ont toutes un support plus grand gugénsupport.

En ce qui concerne les treillis de Galois AlpHa, <., T signifie queext,(T1) C
exty(Ty) et nous dirons que la — implication T1 —, T> est vraie sur le couple
(I,BC). Ces régles dérivant d'un treillis de Galois, , c.a.direspondant a I'inclu-
sion de I'extension de la partie gauche dans I'extensioradeattie droite, lesx —
implications ont les propriétés suivantes :

-SiT) —o Ty etTy —, T3, alorsTy —,, Ts (Transitivité)

-SIT) —4 T, etTy < T, alorsT —,, Ty (Monotonie)

-SITy, —, Tr etT] —, Ts, alorsTy UT] —, Tz U T (Additivité)

De plus on dispose dmodus ponenen tant que régle d’inference :

Siiisa, Th etT) —,, 1o, alorsi isa, Ts

La propriété d'additivité au niveau des instancesri@bors comme suit :
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Siiisan Th etiisa,Ts et BOU(i)sat, T U Ty alorsi isa, T U Th

Nous n’approfondirons pas ici les — implications et la construction d’'une base
de telles regles d’'une maniére semblable a la construate la base de Guigues-
Duquenne. Nous voudrions cependant illustrer sur un exemplen quoi elles per-
mettent d’exprimer des notions d’exceptions lorsque lelévidus sont étiquetés par
des types.

Pour cela supposons que nous séparions des especeseanjofiglcune correspon-
dant a une instance) en les classes de base suivam@smiéres, oiseaux, insectes
Nous cherchons a extraire des regles générales de neg¢em Une regle intuitive est
par exemple : "un animal quiole devrait avoir desiles Cette implication est vraie
aussi bien pour les oiseaux (les oiseaux coureurs, commiuthe, ne contredisent
pas la regle) que pour les insectes. Pour étre univerteliegle devrait aussi étre vraie
pour les mammiféres, qui en général ne volent pas, maisoesredite par I'écureuil
volant. L'approche Alpha ici permet de tirer parti de ce gea ge mammiféres volent
(en d’autre termes, la prémisse de la regle n’est pasiénéig dans la classeammiére
a laquelle appartient I'individu qui falsifie la régle)tiliser unea-extension permet de
retirer I'écureuil-volant de I'extension de la prémisi®la regle. Ici, une valeur faible
de« est suffisante pour obtenir une réglend- implication (avec donc une confiance
de 1) exprimant que les animaux volant ont des ailes. Biedasivaleurs plus élevées
dea, (proches de 100) évitent aussi la falsification de cedtger."Cependant dans ce
dernier cas, une régle d-implication exprime quelque chose de différent : elle ne
s’applique & un individu que lorsque la prémisse de lderegt commune a lplupart
des individus de la méme classe de base. Dans notre exesaple Je®iseauxseraient
ainsi concernés par une telle regle mais pagissctes

5.2 Alpha extensions et "Rough sets”

Nous traitons ici du point de vue ensembliste de ce travaild\considérons qu’un
individu i a-appartient a un sous-ensemblele I (nous noteronsg €, e) lorsque:
appartient &roj, (e). Dans ce casisa, T S'€criti €, ext(T). Un autre point de vue
ensembliste traite de données partitionré@siori en classes de base : il s'agit de la
théorie des ensemblesgueux(la théorie desough setq(Pawlak, 1996)). Dans cette
théorie, tout sous-ensemblele I a un plus grand minoramt f () et un plus petit ma-
jorantsup(e) pris parmi les réunions de classes de base. Si on compave lansem-
bliste Alpha avec celle des ensembles rugueux, on consteédiatement que pour
tout sous-ensemblede I, on aprojigo(e) = inf(e). Dans la théorie des ensembles
rugueux I'appartenance rugueysei) est la proportion d’individus de la méme classe
de base quéqui appartiennent & Pour comparer ces deux visions ensemblistes nous
utilisonsa pour discrétiser I'appartenange Ceci conduit a la relation d’appartenance
suivante :

Définition 12
Soienti un élément dd ete un sous-ensemble de La fonction d’appartenance ru-
gueuse seuilléel* se définit comme suit :

i €l essipc(i) > 1%
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Remarquons que lorsquez ext(T), on a: ¢, ext(T), alors qu'il est parfaitement
possible d’avoiri € ext(T). En effet le partitionnement sur les ensembles rugueux
exprime une indiscernabilité entre individus de la métasse de base. Ainsi dans la
théorie des ensembles rugueux il y a un certain degré drégpance déae dés que
e[ Be(i) n'est pas vide. Au contraire, du point de vue ensemblistdhd|fapparte-
nance de a un ensemble est un pré-requis pour lzappartenance. La-appartenance
exprime donc a quel point I'appartenanceést frequentaussiparmi les individus de
la méme classe de base quesi i est exceptionnel relativement a un termelors

i n‘appartient pas axt,(t) méme sii appartient & I'extension classique tdeUne
consequence heureuse de la vue ensembliste Alpha estittopjié de construire des
treillis de Galois. Il est aisé de voir que paur£ 100 la fonctionexzt correspondant a
la vue ensembliste rugueuse (donc utilisafl) ne forme pas, avec la fonctiant, une
correspondance de Galois (voir la condition C3 dans la iiefin2).

6 Travaux proches, conclusion et perspectives

Des travaux récents en Représentation des ConnaisseineasApprentissage par
Machine se sont intéressés aux correspondances etusasicte Galois avec des lan-
gages de termes plus complexes que les ensembles d'atf@artter & Wille, 1999;
Ganascia, 1993; Liquiere & Sallantin, 1998; Ganter & Kuspet 2001). Nous avons
vu ci-dessus qu’en modifiant la notion d’extension en seregft a une partition de I'en-
semble des instancds on modifie le treillis des extensions qui n’est piR§l) et on
obtient une nouvelle famille de treillis de Galois. En parlier nous avons vu que les
treillis Iceberg (ou treillis de concepts frequents) (Ydanai & Lakhal, 2000; Stumme
et al, 2002) sont formellement des treillis de Galois Alpha gaiters pour lesquels
tous les individus appartiennent a la méme et unique €ldesbase. D’autre part, les
regles d’ implication associées aux treillis Alpha cgpendent & I'inclusion des-
extensions et une base canonique de tellesmplications pourrait &tre extraite d'un
treillis Alpha de la méme maniére qu’une base canoniquegles d’implications peut
eétre extraite d’un treillis de concepts fréquents. Re&mans que lea — implications
héritent de la structure de treillis de Galois des prdps@ntéressantes (comme la tran-
sitivité) inhabituelles lorsqu’on travaille avec degles "approximatives”.

En ce qui concerne la construction des treillis Alpha, ib#eintéressant d’adapter
des algorithmes efficaces de construction de treillis deepts (e.g. (Kuznetsov &
Obiedkov, 2002)). Cependant, la propriété 3 conduit @ aumtre maniere d’engendrer
les treillis de Galois Alpha en construisant d’abord legliseréquents correspondant
a chaque classe de base, puis en les fusionnant a 'aideog@rateur dsubposition
Un tel opérateur a été recemment proposé par (Valtehey, 2002) pour construire
et maintenir efficacement un treillis de concepts. Remargupe dans notre cas ce
procédé de construction est la base d'umeémentalié par classes de baskes treillis
de Galois Alpha. Pour conclure il y a encore beaucoup a faong expérimenter et
examiner les probléemes théoriques et pratiques congelemtreillis Alpha et lesy-
implications correspondantes. Cependant nous pensoncetigestructure représente
un outil flexible d’investigation des données permettantrditer des exceptions rela-
tives a un point de vue préliminaire des données assouaiétypage. Ce point de vue
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préliminaire est une partie du biais que tout utilisatexarth applique pour extraire et
apprendre des connaissances a partir de données.

Remerciementdous remercions Nathalie Pernelle pour sa contributiortraters de nom-
breuses discussions, au travail présenté ici, et audgpgthDague pour avoir patiemment relu
ce manuscrit.
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